





Forord

Servoteknikk omhandler videregaende reguleringsteknikk for monovariable, linegere sys-
temer med anvendelser innen styring av elektromekaniske systemer. Det er lagt seerlig
vekt pa frekvensanalytiske metoder, energibetraktninger og pa prosessorientert regula-
tordesign hvor egenskapene til den enkelte prosess avgjor valg av metode for analyse
og design av reguleringssystemet. Stoffet krever en bakgrunn innen reguleringsteknikk
som tilsvarer et vanlig introduksjonskurs med transferfunksjoner, frekvensanalyse og
syntese av PID-regulatorer.

Boken er skrevet i forbindelse med utarbeidelsen av faget “Servoteknikk” som er
obligatorisk for tredje arskurs pa fagretningen teknisk kybernetikk ved NTH. Boken er
tenkt bade som en leerebok for tredje eller fjerde arskurs ved NTH eller i tredje arskurs
ved ingenigrhggskolene, og for bruk innen forskning og utvikling for sivilingenigrer med
reguleringsteknisk bakgrunn.

Typiske prosesser som likestrgmsmotoren og hydrauliske servomotorer er beskrevet i
detalj slik at leseren skal veere istand til a utvikle konvensjonelle reguleringssystemer for
disse prosessene etter a ha gatt igjennom stoffet. Pa den annen side kan behandlingen
av disse prosessene ogsa sees pa som case studies hvor en generell metodikk for reguler-
ingsteknisk analyse og syntese demonstreres. Denne kombinasjonen mellom analyse og
beskrivelse av konvensjonelle lgsninger karakteriserer boken. Bakgrunnen for dette er
at servoteknikk er et velutviklet fagfelt hvor mange gode metoder og lgsninger finnes,
og det er viktig at en kybernetiker kjenner disse lgsningene. For a kunne videreutvikle
systemene og anvende servoteknikk pa nye anvendelser er det imidlertid viktig at man
ogsa behersker de ngdvendige analyse- og syntesemetoder.

For a gi lesere den regneferdighet som er ngdvendig for a studere linezere reguler-
ingssystemer, er mange detaljerte utledninger tatt med. Dette resulterer ngdvendigvis
i at det blir mange ligninger, men det er min erfaring at mange lesere blir ungdig heftet
hvis de skal lese litteratur hvor spranget fra en ligning til neste blir for stort.

Stoffet er basert pa standard tekster innen fagfeltet og egen erfaring. Deler av
stoffet er nytt pa dette undervisningsniva. Dette gjelder spesielt kapitlene om passivitet
og mekaniske resonanser som er relativt avanserte, men som ogsa inneholder mange
detaljerte eksempler pa praktiske anvendelser. Tilstandsromanalyse er bevisst unngatt
i teksten med unntak av et appendiks som omhandler stabilitet av linesere systemer.
Grunnen til dette er at pa dette niva er frekvensanalysen den viktigste metode for
analyse og design av reguleringssystemer.

Som laerebok passer stoffet til et halvt ars kurs med to eller fire timer forelesning i
uken. I tillegg bgr studentene gjennomfgre en laboratorieoppgave f.eks. pa en likestroms-
motor hvor de kan prgve ut sentrale problemer i praksis. Stoffet er av varierende
vanskelighetsgrad. Et redusert kurs bestaende av kapittel 1, 3, 4, 9 og 10 vil gi et
godt sammensatt kurs av moderat vanskelighetsgrad. De gvrige kapitlene kan leses



il

uavhengig av hverandre, og man kan inkludere ett eller flere av disse kapitlene i et kurs.
Kapitlene 2, 8 og 11 er mer krevende enn de foran nevnte, mens det mest avanserte
stoffet er i kapittel 5, 6 og 7. Spesielt kan stoffet om passivitet veere vanskelig, men
ogsa dette burde vaere overkommelig for de fleste. Stjernemerket stoff er pa et avansert
niva og er ikke ngdvendig for a kunne lese det gvrige stoffet.

Jeg vil takke stud.techn. Geir Hovland og dr.ing-studentene Ola-Erik Fjellstad,
Erling Aarsand Johannessen, Rakel K. Kanestrgm, Per Johan Nicklasson og Marit
J. Paulsen for beregningsarbeide, eksperimentelle resultater, simuleringer, utarbeidelse
av figurer og hjelp med korrekturlesing. Jeg vil ogsa takke dr.ing. Ole J. Sgrdalen og
dr.ing. Asgeir J. Sgrensen som har gitt vesentlige bidrag til boken. Videre vil jeg rette en
takk til studentene i faget “Servoteknikk” i-91 og -92 for kommenterer til kompendiet
som er forlgperen til boken, og til mine kolleger ved Institutt for teknisk kybernetikk for
et godt samarbeide og nyttige kommentarer i forbindelse med utarbeidelsen av boken.

Trondheim, juli 1993

Olav Egeland
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Kapittel 1

Elektriske motorer

1.1 Bevegelsesligninger

I en rotasjonsmotor settes det opp et motormoment 7'(¢) som driver motoren. Momentet
oppgis i Nm. Motorens vinkelhastighet betegnes w,,(t). Vinkelhastighet angis i rad/s
eller omdr/min hvor

omdr  2wrad rad

= —— =0.10b—
min 60 s S

Den mekaniske effekten som motoren leverer er
P, =Tw,, (1.1)

Dette er rotasjonsutgaven av kraft multiplisert med hastighet, som er effekten ved lineser
bevegelse. Effekt angis i W = Nm/s.
Bevegelsesligningen for motorakslingen finnes av spinnsatsen som er en momentbal-
anse:
Ipom =T =T}, (1.2)

hvor .J,, er motorakslingens treghetsmoment som angis i kg m?, og T}, er lastmomentet
som virker pa motorakslingen fra lasten motoren driver. Denne bevegelsesligningen
gjelder for alle typer rotasjonsmotorer. Forskjellen mellom elektriske motorer, hydrau-
liske motorer og forbrenningsmotorer er maten motormomentet 7' genereres pa.

1.2 Elektromagnetisme

I dette kapittelet behandles noen sentrale resultater fra elektromagnetisk teori.
Den magnetiske feltstyrken H satt opp av strgmmen I gjennom en leder er slik at
omlgpsintegralet av H er lik strammen som omsluttes av integrasjonsveien, dvs

7{H .ds = NI (1.3)

hvor N er antall vindinger av strgmlederen, og - betegner skalarprodukt. Den mag-
netiske flukstettheten B er gitt av

B=uH (1.4)
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2 Kapittel 1. Elektriske motorer

hvor ;1 er permeabiliteten, som er en materialkonstant. Den magnetiske fluksen ¢
gjennom et areal A er gitt av

ng:/AB-ndA (1.5)

hvor m er enhets normalvektoren til flaten A, og dA er flateelementet. Feltet B er
divergensfritt, dvs.

/ divBdV = ¢ B-ndA=0 (1.6)
14 %

hvor V er et volum, dV er et volumelement, §V er overflaten av volumet og n er ytre
enhetsnormal.

En stromleder med N vindinger som omslutter en magnetisk fluks ¢ far i fglge
Faradays lov en indusert spenning

=N— 1.7

e=N—, (1.7)

Kraften som virker pa en elektrisk leder i et magnetfelt er gitt av Lorentz kraftlov.
For en partikkel lyder den

F=quvxB (1.8)

hvor F' er kraften som virker pa partikkelen, ¢ er partikkelens ladning og v dens hastig-
het i feltet B. For en leder med strgm [ blir kraften pr. lengdeenhet

f=IxB (1.9)

hvor I er en vektor med absoluttverdi lik stremmen I og samme retning som strgmmen.
Dette betyr at med et gitt felt B og en stromstyrke I oppnas maksimal kraft hvis lederen
er vinkelrett pa feltet.

1.3 Mekanisk kommutering

En elektrisk motor har en stator som er en del av motorhuset, og en rotor som er
den roterende del av motoren. Ved a sette opp et magnetisk felt i stator, kan et
motormoment genereres ved a fgre en strgm gjennom en leder i rotor.

I en tradisjonell likestrgmsmotor settes det opp et konstant magnetfelt By i sta-
tor ved a fore feltstrommen iy gjennom feltviklingene som ligger fast i stator. Et
dreiemoment oppnas ved a fgre ankerstrgmmen i, gjennom ankerviklingene som lig-
ger fast i rotor. For a bibeholde dreiemomentet nar rotor dreier, skiftes stromretningen
i ankervindingene slik at kraft pr. lengdeenhet

f=1i,x By (1.10)

fra en leder i ankervindingene alltid gir dreiemoment i riktig retning. Her er ¢, en
vektor med absoluttverdi i, og retning langs ankerstromlederen. Denne skifting av
stromretning betegnes kommutering . Kommuteringen skjer ved bruk av slepekon-
takter. En sylinder av kobbersegmenter er montert pa rotor. Kobbersegmentene er
isolert fra hverandre og fra rotor med f.eks. bakelitt eller plast. Stasjoneere bgrster av
karbon er montert pa stator, og ankerstrgmmen ledes gjennom bgrstene og kobberseg-
mentene til ankerviklingene. Bgrstene og kobbersegmentene er montert slik at lederne
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e Motstand
Bgrster

"7 Stator
Feltviklinger

Figur 1.1: Elementer likestromsmotor med slepekontakter for kommutering.

i ankerviklingene far en strgm som gir en kraft i riktig retning. Dette er illustrert i
figur 1.1.

Feltstrgmmen setter opp et magnetfelt i stator. Tilsvarende setter ankerstrgmmen
opp et magnetfelt i rotor. En enkel forklaring pa at det oppstar et dreiemoment i
motoren far man ved a studere samspillet mellom de to magnetfeltene. Motoren i
figur 1.2 har to poler i rotor og to poler i stator. En pol hvor magnetfluksen gar inn i
metallet betegnes en magnetisk sydpol, mens en pol hvor fluksen gar ut av metallet
er en magnetisk nordpol.

Retning for
ankerstrgmmens
magnetfelt

Retning for
feltstrgmmens
magnetfelt

Figur 1.2: Magnetfelt © en to-polet likestromsmotor.

Det oppstar et dreiemoment mellom de to magnetene som sgker a fa flukslinjene i
de to magnetene til a falle sammen. Dette betyr at nordpol i rotor vil tiltrekkes av
sydpol i stator, mens sydpol i rotor vil tiltrekkes av nordpol i stator. Legg merke til
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at de to magnetfeltene er rotert 90° i forhold til hverandre. Dette gir det maksimale
dreiemomentet mellom de to feltene.

Det spesielle med en likestrgmsmotor er at stator- og rotorfeltet alltid star vinkelrett
pa hverandre slik at maksimalt dreiemoment opprettholdes. Dette oppnas ved kommu-
teringen. Nar en leder i rotor passerer linjen ) i figur 1.2, endres strgmretningen ved
at bgrstene kommer i kontakt med andre kobbersegmenter, og magnetfeltet i rotor har
derfor konstant retning relativt til stator.

Ut fra den foregaende diskusjonen er det klart at dreiemomentet i en likestrgmsmotor
er proporsjonalt med ankerstrgmmen 4, og magnetfluksen ¢, som er proporsjonal med
feltstrommen iy. Motormomentet kan derfor skrives

T = Kup5ia = kyigig (1.11)
hvor K, og ks er konstanter. Hvis feltstrommen er konstant, er momentet gitt av
T = Kri, (1.12)

hvor Kp er motorens momentkonstant. I servoteknikken er dette den sentrale egen-
skapen til likestrgmsmotoren: En likestramsmotor kan levere et spesifisert mo-
tormoment.

1.4 Elektronisk kommutering

En nyere type likestromsmotor er den elektronisk kommuterte eller bgrstelgse
likestrgmsmotor . Denne type motor har samme mekaniske konstruksjon som en
synkronmotor som er en vekselstromsmotor, men med kommuteringselektronikken
har den den samme dynamiske modell som en likestrgmsmotor. Ogsa steppermotorer
med permanentmagnet rotor eller av typen variabel reluktans kan ga som en
berstelgs likestrgmsmotor ved a bruke en spesiell variant av mikrostepping. I littera-
turen blir elektronisk kommuterte likestromsmotorer betegnet bade som synkron- eller
vekselstrgmsmotor og som likestromsmotor. I servoteknisk sammenheng er man imid-
lertid forst og fremst interessert i den dynamiske modellen til motoren, og dette er
bakgrunnen for en ny definisjon:

En likestrgmsmotor er en elektrisk motor som kan levere et spesifisert
motormoment.

I en elektronisk kommutert likestrgmsmotor settes feltet opp av en permanent-
magnet i rotor. I motsetning til en likestrgmsmotor med mekanisk kommutering vil
feltet rotere med rotor i denne motoren. Dette betyr at feltet i stator ma rotere med
samme hastighet som rotor for a opprettholde en vinkel pa 90° mellom stator- og ro-
torfelt. Statorfeltet roteres ved hjelp av den elektroniske kommuteringen som benytter
maling av rotorens vinkel for a orientere statorfeltet.

Det oppnaelige dreiemomentet i en elektronisk kommutert motor med permanent-
magnet i rotor er proporsjonal med den magnetiske fluksen til permanentmagneten og
ankerstrgmmen i statorviklingene. For a fa kraftige permanentmagneter har man brukt
sjeldne jordmetaller, og det beste for gyeblikket er samarium-kobolt (SaCos) magneter.
Disse magnetene er 3—10 ganger sterkere enn de mer vanlige ferritt og AINiCo magneter.

Elektronisk kommuterte likestromsmotorer brukes i krevende anvendelser som i
robotarmer og for inn-ut utstyr for datasystemer. De har den fordelen fremfor mekanisk
kommuterte motorer at vedlikehold pga. slitasje av barstene unngas. Kullstgv og gnister
fra berstene elimineres, og dette er viktig i rene rom og i eksplosjonsfarlige omgivelser.
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1.5 Dynamisk modell

I en mekanisk kommutert likestrgmsmotor er magnetfeltet i stator satt opp av en per-
manentmagnet eller av feltstrommen iy. Det antas i det fglgende at en permanent-
magnet eller en konstant feltstrgm benyttes slik at feltfluksen ¢ er konstant. Motor-

momentet er da

T = Kri,
hvor
K+ = Motorens momentkonstant
i = Ankerstrgmmen

Ankerkretsen (figur 1.3) roterer i feltet fra stator, og en indusert spenning
€a = KEwm

oppstar over motoren i overensstemmelse med Faradays lov. Her er

Kgr = Motorens spenningskonstant
W, = Vinkelhastighet
ia Ra La
+ +
uG ea

Figur 1.3: Ankerkrets for mekanisk kommutert likestromsmotor.

(1.13)

(1.14)

Momentkonstanten K er lik spenningskonstanten Kg. Dette vises ved effektbe-

traktning: Elektrisk effekt tilfgrt motoren er

P, =e,i, = Kpwp,i,
mens den mekaniske effekten levert av motoren er

P, = w,T = w, Kri,

Under stasjoneert forlgp er
Pe = Pm = KT = KE

Kirchhoffs spenningslov for ankerkretsen gir

d
Ug = Rgtg + La%ia + e,

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)



6 Kapittel 1. FElektriske motorer

hvor u, er ankerspenningen som er motorens padrag, R, er ankermotstanden og L, er

ankerinduktansen. Momentbalansen for rotor gir

Joiom =T — Ty

(1.19)

hvor .J,, er motorens treghetsmoment, og 77, er momentet som virker pa motoren fra

lasten.
Ved a sette inn for e, og T fas modellen

d
Laaia - _Raia - KEwm + Uq

mem - KTia - TL
O = wi,

hvor 6,, er motorvinkelen. Blokkdiagrammet er vist i figur 1.4.

17,

Uq ia - Wm em
T D= DD

Kg

Figur 1.4: Blokkdiagram for spenningsstyrt likestromsmotor.

Laplacetransformasjon gir

6, (s) = Kz'al®) ~ mpier(1+ ) Ti(s)
" s(fmpes? 4 gedles +1)
som kan skrives
ua(s) i— (1 + Tus)Ti(s)
Om(s) =
s(T, T, 32+T s+1)
hvor I
T, ==
R,
er motorens elektriske tidskonstant, og
ImRa
T, =
KpKr

er motorens mekaniske tidskonstant. Vanligvis er
T,<T,=1T,+T,~T,

slik at modellen kan skrives

bu(s) = e R
T s(1 4+ Ts) (1 + Tys)  s(1 4 Toys)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)
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Transferfunksjonen fra padraget u, til 6, er

1

a u_a<s> - s(1+ Tmsf(l + T,9) (1.29)

som bestar av en integrator representert ved en s i nevneren og to tidskonstanter repre-
sentert ved (1+T,s) og (14 T,,s) i nevneren. Blokkdiagram basert pa tidskonstantene
er vist i figur 1.5.

Uqa(S) ) - Wi ($) Om(S)

14+Tys 1+Tms

0 =

Figur 1.5: Blokkdiagam for spenningsstyrt likestromsmotor som viser mekanisk og elek-
trisk tidskonstant.

1.6 Motor og gir

En likestrgmsmotor har vanligvis et turtallsomrade fra null til omlag 5000 omdreininger
i minuttet. I de fleste anvendelser har man en lavere maksimal omdreiningshastighet,
og man bruker et reduksjonsgir for a fa lavere hastighet pa utgangen.

Et reduksjonsgir er beskrevet ved

Wy = NW; (1.30)

hvor w; er vinkelhastighet inn pa giret, w, er vinkelhastighet ut av giret og n er girut-
vekslingen. For et reduksjonsgir er n < 1.

Sammenhengen mellom moment inn 7; og moment ut 7; finnes ved en effektbe-
traktning. Anta at giret er tapsfritt. Da er effekt inn pa giret lik effekt ut av giret:

Tiws; = Ty, (1.31)
Innsetting av lign. (1.30) gir
1
T, = =T, (1.32)
n

Et reduksjonsgir reduserer altsa hastigheten med en faktor n og forsterker motormo-
mentet med en faktor 1/n.

Vi skal na undersgke hvordan giroversetningen opptrer i bevegelsesligningen. Anta
at en likestrgmsmotor har momentbalansen

Jlom =T — T, (1.33)
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Wiy TL

~_ [ N T
I \ \* Jr, *\f

1:n
Figur 1.6: Motor forbundet med last over et reduksjonsgir med utveksling n.

og at lasten er et treghetsmoment .J;, som drives over et gir med girutveksling n. Sys-
temet er vist i figur 1.6.
Lasten har vinkelhastighet

Wi, = NWp, (1.34)
Momentbalansen for lasten er
Jrwr = %TL — Ty (1.35)
hvor T er forstyrrelsesmomentet som virker pa lasten. Dette kan skrives
Jrnwy, = %TL — Ty (1.36)

Innsetting i momentbalansen for motoren (lign. 1.33) gir
(S + 02T = T — 0Ty (1.37)

som er momentbalansen referert til motorsiden.
Dette betyr at:

e Et treghetsmoment pa lastsiden kan refereres til motorsiden ved a multiplisere
med kvadratet av girutvekslingen.

e Et moment pa lastsiden kan refereres til motorsiden ved a multiplisere med gir-
utvekslingen.

Alternativt kan man formulere modellen pa lavhastighetssiden:

1 . 1
<$Jm+JL)WL = ET_Tf (138>

For gitt J,,, Jr, og T og med Ty = 0 gir et girforhold

I
== 1.39
=y (139
maksimal akselerasjon wy, [3]. Dette gir
Jm =02 (1.40)

som er en mye brukt designregel for a velge n.
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1.7 Overfgring fra rotasjon til translasjon

Rotasjonsbevegelse kan overfgres til translasjonsbevegelse med et hjul pa motorakslingen
som ruller mot en overflate. Denne type overfering finnes i tannstangoverferinger, frik-
sjonsgir og mellom hjul og vei for kjgretgyer.

Vi skal studere en motor som driver en last med translasjonsbevegelse over et hjul
med radius r. Systemet er vist i figur 1.7.

<"J’ITUCZ_’LT T /

A

-

Figur 1.7: Motor med overforing fra rotasjon til translasjon.

Motorakslingen har vinkelhastighet w,,. Lineserhastigheten er da
V= TWn (1.41)
En tangentiell kraft F' i kontaktpunktet gir et moment
T, =Fr (1.42)

om motorakslingen. Effekten pa rotasjonssiden er Trw,,, mens pa translasjonssiden
er effekten Fv. Av lign. (1.41) og (1.42) fremgar det at rotasjonseffekt inn er lik
translasjonseffekt ut.

Anta at lasten har bevegelsesligning

mi = F — Fy (1.43)

hvor m er massen av lasten, I er kraften fra overfgringen og Fy er en forstyrrende kraft.
En likestrgmsmotor driver hjulet, og er beskrevet ved

Jiom =T — Ty, (1.44)

hvor T" er motormomentet. Ut fra disse ligningene finner man at motor og last har

bevegelsesligningen
(Jo + M) =T — 1Fy (1.45)

Ligningen kan overfgres til linesersiden, hvor den skrives
( ! Im +m)1 1T F (1.46)
—Jp +m)o =-T — :
r? r /

For en gitt J,,, m og T og med Fy = 0 vil maksimal akselerasjon ¥ av lasten oppnas
for en r som gir

T = mr? (1.47)
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1.8 Kraftforsterker

I dette kapittlet gis en kort innfgring i kraftforsterkere for likestrgmsmotorer. Denne
problemstillingen er gitt en fullstendig behandling i [25], og en del praktiske detaljer er
beskrevet i [32].

1.8.1 Motorens fire kvadranter

En likestrgmsmotor leverer en mekanisk effekt T'w,, hvor T er motormomentet og w,,
er motorens vinkelhastighet. Hvis T og w,, har samme fortegn, leverer motoren en
positiv effekt. Motoren omformer i sa fall elektrisk effekt til mekanisk effekt og fun-
gerer som en motor. Hvis T og w,, har motsatt fortegn, fungerer motoren som en
generator som omformer mekanisk effekt til elektrisk effekt. Dette beskrives i moment-
hastighetsdiagrammet som er vist i figur 1.8. Kvadrant I og III er motorkvadranter,

Wm
Generator Motor
II I
T
III IV
Motor Generator

Figur 1.8: Motorens fire kvadranter.

mens kvadrant II og IV er generatorkvadranter hvor momentet bremser motoren.
I en rekke anvendelser skal en elektrisk motor alltid ha hastighet i positiv retning.
Typiske eksempler pa dette er viftemotorer og motorer som driver bandopptagere.

Eksempel 1.1 En viftemotor i et ventilasjonssystem roterer alltid i samme retning
unntatt for spesielle viftetyper. Det er stor friksjon og luftmotstand, og kravene til
ngyaktighet er moderate. Det er derfor ikke ngdvendig a bremse med motormomentet,
og det er tilstrekkelig med en en-kvadrantstyring. For denne type anvendelser er det
forgvrig vanlig a bruke asynkronmotorer. [ |

Eksempel 1.2 En motor som skal drive en CD-plate ma rotere med ngyaktig hastig-
het, og dette betinger at motoren som driver CD-platen ma kunne bade akselerere og
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bremse platen. Hastigheten har imidlertid alltid samme retning. Dette er en typisk
to-kvadrantstyring hvor kvadrant I og Il i Tw,, diagrammet brukes. [ |

En servomotor ma kunne ha hastighet i begge retninger og i tillegg kunne ha bade
positivt og negativt motormoment. I et hastighet-momentdiagram ma altsa motoren
kunne rotere i alle fire kvadranter. Dette kalles fire-kvadrantstyring.

Eksempel 1.3 En motor som driver et ledd i en robotarm ma kunne rotere i begge
retninger, og i tillegg bade akselerere og bremse for a fglge en spesifisert referanse. For
denne anvendelsen kreves en fire-kvadrant styring. n

1.8.2 Kraftforsterkerens fire kvadranter

En kraftforsterker leverer en elektrisk effekt u,i, til likestremsmotoren hvor u,, er anker-
spenning og i, er ankerstrgm. Hvis u, og 7, har samme fortegn, leverer forsterkeren
elektrisk effekt til motoren, mens med motsatt fortegn pa u, og i, er det motoren
som leverer elektrisk effekt til forsterkeren. Kraftforsterkeren beskrives i et spenning-
strgmdiagram som vist i figur 1.9. I kvadrant I og III leverer forsterkeren effekt, mens
i kvadrant II og IV absorberer den effekt fra motoren.

la
Generator Motor
IT I
Ugq
ITI IV
Motor Generator

Figur 1.9: Kraftforsterkerens fire kvadranter.

Det er en nser sammenheng mellom motorens Tw,,-diagram og forsterkerens wu,i,-
diagram.

Anta at en likestromsmotor drives av en forsterker som bare opererer i kvadrant I i
uqlq-planet (figur 1.10). I sa fall kan motoren bare veere i kvadrant I i Tw,,-planet under
stasjoneere forhold. Dette er klart siden momentet 1" er proporsjonalt med strgmmen 7,
og siden forsterkeren leverer positiv effekt i kvadrant I ma effektflyten i motoren ga fra
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elektrisk effekt til mekanisk effekt hvilket vil si at motoren er i kvadrant I i T'w,,,-planet.

Alg

Figur 1.10: En-kvadrantforsterkerens spenning-stromdiagram. Forsterkeren kan bare ha
positiv strom og spenning ut.

Anta sa at forsterkeren er en to-kvadrant forsterker som kan levere positiv og negativ
strgm, med bare positiv spenning (figur 1.11). Motoren kan i sa fall ha positivt og
negativt moment siden 7" = Kypi,, men stasjonaert kan den bare ha positiv hastighet
hvilket sees av effektflyten. Forsterkeren er altsa i kvadrant I eller IV i u,i,-diagrammet,
mens motoren er i kvadrant I eller II i Tw,,-diagrammet.

Alg

IV

Figur 1.11: To-kvadrantforsterkerens spenning-stromdiagram. Forsterkeren kan bare ha
positiv spenning ut, mens strommen kan vere bade positiv og negativ.

En fire-kvadrant forsterker er ngdvendig for en servomotor som skal kunne rotere
begge veier og i tillegg kunne ha positivt og negativt moment.

1.8.3 En- og to-kvadrant forsterkere

Hvis motorens hastighet alltid har samme retning kan en en- eller to-kvadrant forsterker
brukes. Motorstyringer basert pa denne type forsterker betegnes gjerne som hastig-
hetsstyringer (adjustable-speed drives). Det er ikke vanlig a betegne denne type kraft-
forsterker for en servoforsterker, og tilsvarende betegnes vanligvis ikke motoren som en
servomotor nar denne type kraftforsterker brukes.

For en- og to-kvadrant styringer benyttes vanligvis kraftforsterkere basert pa chopper-
omformere som er rimeligere enn servoforsterkere.

En typisk en-kvadrant forsterker er vist i figur 1.12. Dette er en enkel chopper som
reduserer inngangspenningen V' til en gnsket utgangsspenning u, med samme fortegn
ved hjelp av bryteren eller svitsjen S. Det antas at bryteren er ideell hvilket vil si at
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S 4
. Y
v e
- +
AN

Figur 1.12: En-kvadrant forsterker realisert med chopper-krets.

hvis den er pa, sa er det null spenning over bryteren, og den kan lede strgm i positiv
retning som markert av pilen. Nar bryteren er av, sa er stremmen gjennom den lik null.

Bryteren realiseres med en transistor av typen BJT, IGBT eller MOSFET eller en
tyristor av typen GTO (gate-turn-off-thyristor). Bryteren slas av og pa med svitsjefrek-
vensen som er mye stgrre enn motorens bandbredde. Typiske svitsjefrekvenser er over
20 kHz. Under denne frekvensen vil svitsjingen gi hgrbar stgy som kan veere generende.

Anta at svitsjefrekvensen er konstant med periode 7,, og at bryteren er pa en periode
T4 1 hver svitsjeperiode hvor 74 < 7,. Med en positiv spenning V' inn pa chopperen
gir dette en gjennomsnittlig spenning ut pa u, = V74/7s <V hvor 4, er positiv. Den
hgye svitsjefrekvensen og motorens lavpasskarakter gjor at spenningen ut virker som
gjennomsnittsspenningen med en liten ripple.

Et eksempel pa en to-kvadrant forsterker er vist i fig.1.13. Dette er en halv bro-
kobling som kan levere positiv spenning og strgm i begge retninger. Koblingen har
to brytere S; og Sy i antiparallell med diodene D; og D,. Bryterne kan aldri veere
pa samtidig, siden dette gir kortslutning av forsyningsspenningen V' over bryterne som
forer til at bryterne brenner opp. Her antas det at S; er pa nar S, er av og omvendt. [
praksis ma det veere et kort intervall hvor begge bryterne er avslatt pga. dynamikken i
bryterne. Dette intervallet betegnes blanketiden.

Nar S; er pa, er u, =V, mens nar Sy er pa, sa er u, = 0. Nar svitsjefrekvensen er
hgy, blir gjennomsnittlig spenning ut lik @, = V7 /7, hvor 77 er intervallet S er pa og
Ts er svitsjeperioden. Dette betyr at spenningen inn pa motoren er positiv: 0 < u, < V.

Strommen i, kan ga begge veier. Hvis S; er pa og Sy av, gar positiv strgm gjennom
S1, mens negativ strom gar gjennom dioden D;. Hvis Sy er pa og S; av, gar positiv
strgm gjennom dioden Dy, mens negativ strgm gar gjennom S,. Hvis bade S; og S er
av, gar positiv strom gjennom Dy og negativ strgm gjennom D;. (Pga. induktansen i
motoren ma strgmmen i, veere kontinuerlig.)

Forsterkeren er altsa to-kvadrant siden spenningen er stgrre eller lik null, mens
stremmen kan ga begge veier.
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S/ DI

— S}’Q/' DQZS ",

Figur 1.13: To-kvadrant forsterker realisert med halv brokobling.

1.8.4 Reverserbar en-kvadrant forsterker

Ved a bruke en en-kvadrant forsterker med et relé som kobler om utgangsterminalene,
kan en reverserbar en-kvadrant styring realiseres som vist i figur 1.14. Forsterkeren kan
operere i kvadrant I og 111, og kan ikke trekke effekt ut av systemet. Det er derfor vanlig
a ha en mellomstilling B pa reléet som gir effektutlading i motstanden Rp og dermed
bremsing av motoren.

Det er ikke hensiktsmessig a bruke denne type forsterker i servosystemer. 1 et
servosystem vil strgm og spenning skifte fortegn sa ofte at reléet kan slites ut. Viktigere
er det imidlertid at i et servosystem ma alle fire kvadranter kunne brukes.

Dette er ikke mulig for denne type forsterker hvilket vises i det fglgende: Anta at
motoren roterer med vinkelhastigheten w,,. Ser man bort fra ankerinduktansen er

Uqg = Kpwn, + Ryi, (1.48)
Hvis w,, > 0, sa er
. 0 nar 0 < u, < Kgwpn,
ta = { Yo—Kpom ellers (1.49)

Hvis man forsgker a bruke denne forsterkeren til strgmstyring, oppstar det et dgdband
avhengig av motorens vinkelhastighet.

1.8.5 Servoforsterker

En fire-kvadrant styring realiseres med en full brokobling, som ogsa betegnes som en
H-bro. Brokoblingen er vist i figur 1.15.

I denne brokoblingen er det fire svitsjer Say, S4_, Sy og Sp_. I antiparallell med
hver svitsj star en diode. De to A-svitsjene er aldri pa samtidig siden dette gir kort-
slutning av forsyningsspenningen, som fgrer til at svitsjene brenner opp. Tilsvarende
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Figur 1.14: Reverserbar en-kvadrant forsterker

kan ikke de to B-svitsjene lede samtidig. For a veere sikker pa at kortslutning ikke skal
oppsta, ma det veere et kort opphold, som betegnes blanketiden, etter at S, er slatt
av fgr S4_ kan slas pa. Tilsvarende gjelder for B-svitsjene. Dette gir et dgdband i
servoforsterkeren.

Spenningen i punktet A lik vq = V nar Sy, er pa og S4_ er av, mens v4 = 0 nar
Say er av og Sa_ er pa. Gjennomsnittlig spenning i punktet A er derfor v4 = V7a/7s
hvor 74 er intervallet hvor Sa. er pa, og 7, er svitsjeperioden. Tilsvarende blir den
gjennomsnittlige spenningen i B lik v5 = V15/7, hvor 75 er intervallet nar Sp, er pa.
Gjennomsnittlig spenning ut blir

Uy = Vg — VB (1.50)

hvor 0 < v4 <V og 0 < vp < V. Dette betyr at utgangsspenningen u, kan variere fra
—V til +V.

Pa samme mate som for en halv brokobling kan strgmmen veere bade positiv og
negativ. En full brokobling kan altsa levere strgm og spenning i alle fire kvadranter.

En mulig svitsjestrategi er a la Sy, og Sp_ veere pa eller av samtidig, og tilsvarende
la S4_ og Spy veere pa eller av samtidig.

Dgdbandet i servoforsterkeren som skyldes blanketiden bgr elimineres ved bruk i et
servosystem. Dette gjores vanligvis ved bruk av strgmtilbakekobling. Legg merke til at
motorens potensiale flyter i forhold til forsterkeren ved bruk av full brokobling. Dette
ma man selvsagt ta hensyn til ved tilbakekobling fra motorstrgm. En enkel Igsning er
a male summen av strgmmen ut fra bryterne S4_ og Sp_ som vist i figur 1.15, hvor
motstanden Ry brukes for strommaling.

Dgdbandet kan ogsa elimineres med spenningstilbakekobling. I dette tilfelle tas det
tilbakekobling fra u,. Regulatoren bgr veere en Pl-regulator.
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Figur 1.15: Fire-kvadrant forsterker realisert med full brokobling.

1.8.6 Lineare servoforsterkere

Linezere servoforsterkere har ikke svitsjede signaler, og opererer i den linesere del av
transistorenes arbeidsomrade. Denne type forsterker har stort effekttap over transis-
torene, og dette gir problemer med avkjgling. I dag finnes det mange gode og billige
svitsjede systemer pa markedet, og linezere forsterkere er derfor mindre brukt.

Linezere forsterkere for firekvadrantstyring kan veere av typen H-bro (figur 1.15) eller
T-bro (figur 1.16).

H-broen er beskrevet i kapittel 1.8.5. T-broen har to spenningskilder og to transi-
storer, og er enklere a bruke i linesere forsterkere enn H-broen. Det er imidlertid en
ulempe at denne broen ma ha to spenningskilder.

1.9 Strgmtilbakekobling

Det er vanlig a bruke strgmtilbakekobling i likestrgmsmotorer.
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la

Figur 1.16: Fire-kvadrant forsterker realisert med T-bro.

Stremtilbakekoblingen kan utfgres med en proporsjonalregulator
Uqg = KZ<ZO — ia) (151)
hvor iy er strgmreferansen som vanligvis genereres av

’ ! T (1.52)
0= — )
0= F 0
hvor Ty er momentreferansen. Pga. proporsjonaliteten mellom dreiemoment og anker-
strgm er stromstyring i realiteten en momentstyring.
Slgyfetransferfunksjonen for strgmslgyfen blir

Im s

h =K; 1.53
o) = K R Tl + Tys 41 (1.53)
som er stabil for alle K; siden Zho(jw) > —90°.
Ut fra blokkdiagrammet til likestrgmsmotoren far man modellen
o (s) — BatBa (] 4 T, )T (s
0,(s) = K& o(s) ~ Ky 1 JT2(s) (1.54)
s(T,Ts* 4+ Trs + 1)
for motor med strgmtilbakekobling hvor
T La La o
T, — — nar K; = o (1.55)

a:Ra+Ki i
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- K; K;
T _Jm(Ra+ z) Jm )

= — ar K; — 1.56
e e nar 00 ( )

~ JmLa
T, T, = T,T, — 1.57
e (1.57)

Nar K; — oo blir dermed
Kr . 1

Om(s) = szglo(s) - mTL(S) (1.58)

Modellen er i dette tilfelle en dobbelintegrator bade fra stromreferanse og last-
moment til motorvinkel som vist i figur 1.17. Legg merke til at strgmtilbakekoblingen
gjor det apne systemet mer fglsomt for lastmomentet.

17,

i T ¢— ) Wi O
—*  J Ky e

Figur 1.17: Blokkdiagram for stromstyrt likestromsmotor.

En Pl-regulator

1+Tis,. .
Uy = KiTi%(lo —iq) (1.59)

med 7T; =T, i stromtilbakekoblingen gir
_ K, Im 1
KE'KT 14+ TaS

ho(s) (1.60)
som er effektiv ogsa ved lave frekvenser. Det er her antatt at T, < T,, slik at telleren i
ho(s) kan faktoriseres i (1+7,s)(1+ T,,s). Ogsa i dette tilfelle oppnas modellen angitt
i lign. (1.58) nar forsterkningen K; er stor nok.

En likestromsmotor med strgmstyring sies a veere en strgmstyrt likestrgmsmotor
siden padraget til motoren er strgmreferansen.

I praksis implementeres strgmstyringen ved puls-bredde-modulasjon.

1.10 Hastighetsstyring
Likestrgmsmotorer er vanligvis utstyrt med et tachometer som maler vinkelhastigheten
wm. Vi skal her se pa hastighetsstyring av en strgmstyrt likestrgmsmotor. Modellen er
Kr 1
m(s) = ——1 - —T 1.61
m(s) = 7 ia(s) = 7=Tu(s) (161)

Anta at en hastighetsreferanse wy(t) er gitt. Med proporsjonalregulator

io(s) = Ku(wy — W) (1.62)
fas slgyfetransferfunksjonen
Kr
h = K,— 1.63
o(s) = Ko™ (163
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Slgyfetransferfunksjonen har —90° fase for alle w, og systemet er derfor stabilt for alle
K. 1 praksis er ikke modellen gyldig for hgye frekvenser hvor stromslgyfen ikke er
effektiv, eller hvor det kan veere mekaniske resonanser eller andre umodellerte effekter,
og dette begrenser forsterkningen K,,. Slgyfetransferfunksjonen hy kan skrives

1
ho(s) = K,— (1.64)
s
hvor ok
K, == 1.65
- (1.65)
er akselerasjonskonstanten til systemet.
Hvis referansen er en rampe wy(t) = aot i hastighet, ser man av
Wi (t) = Kqlwo(t) — wimn(t)] (1.66)
at det stasjoneere avviket som gir w,, = ag er
a
Wo — Wiy = é (1.67)

Reguleringsavviket er altsa proporsjonalt med akselerasjonen aq og inverst proporsjonalt
med K, (figur 1.18). Dette er bakgrunnen for betegnelsen akselerasjonskonstant for K.

Ka
ap
wo
Wm
e
Figur 1.18: Stasjonert avvik med en rampe wy = aot @ referansehastigheten og en
akselerasjonskonstant pa K,.
Systemets kryssfrekvens w, definert ved |ho(jw.)| =1 (0 dB) er:
we = K, (1.68)
hvilket sees av figur 1.19.
Den lukkede slgyfen har modellen
1 1 1
m(s) = — T 1.69
on9) = 7 0ls) = g = Tl (1.69

Legg merke til at den eneste parameteren i folgeforholdet M(s) = #2(s) er K,, og at
fglsomheten for lastmoment er inverst proporsjonal med K,.
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T ho(Ge0)]

0dB

Y

Figur 1.19: Bodediagram for hastighetssloyfe som bestar av en apen integrator og en
forsterkning K,. Det fremgar av figuren at siden helningen pa kurven er —1, sa er
kryssfrekvensen gitt av w. = K,.

Hvis referansen wq er konstant, vil et konstant lastmoment T7, = T gi et stasjoneert

avvik
1

K,

Wy — Wm TLO (170)
som finnes ved anvendelse av sluttverditeoremet pa lign. (1.69).

Det er klart at K, ber veere storst mulig for a fa hgyest mulig bandbredde og
minst mulig felsomhet for lastmomentet. Forsterkningen er imidlertid begrenset av
kryssfrekvensen, som er begrenset av mekaniske resonanser, strgmslgyfens dynamikk,
tastefrekvensen og maleelementenes bandbredde.

Hvis man ¢gnsker mindre fglsomhet for lastmomentet og andre forstyrrelser ved lave
frekvenser kan det veere gunstig med integralvirkning. I servosystemer skal man veere
forsiktig med ubegrenset integralvirkning fordi dette kan gi store svingninger og til og
med ustabilitet. En begrenset integralvirkning

io(s) = Kwﬁ%pg(s) = o (8)] (1.71)

hvor # = 100 gir en gkt forsterkning med 40 dB ved frekvenser w < ﬁ Slgyfetransfer-
funksjonen blir

1+T;s 1
h = —_—— 1.72
0(5) acl‘FﬁT‘iSS ( 7 )
hvor
K.,.= K,0 (1.73)

Dette er systemets akselerasjonskonstant ved bruk av regulatoren gitt av lign. (1.71)
siden wy(t) = apt gir stasjonaert

Qg
Kac

W —w = (1.74)
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hvilket vises ved bruk av sluttverditeoremet. Likeledes kan det vises at med konstant
wq blir det stasjonaere avviket pa grunn av et konstant lastmoment

1

= ——T 1.75
A (1.75)

Wo — Wn
som er redusert med en faktor [ i forhold til avviket ved bruk av proporsjonalregulator.
Slgyfetransferfunksjonen oppfyller de asymptotiske sammenhengene

Koy, w< 55
Kbl w4 (1.76)
a T

w?

tati)] = {

Her vil 1/T; < w, gi en fasemargin 1 > 45°.1

Denne lgsningen er gunstig hvis motoren skal fglge referansetrajektorer som varierer
med lave frekvenser. Dette er tilfelle for numerisk styrte maskiner og styring av en
antenne for fglging av en satelitt. For robotstyring er ikke denne lgsningen ngvendigvis
gunstig. En robot skal vanligvis fglge referanser som varierer med frekvenser opp mot
robotens bandbredde, og for disse frekvensene vil integralvirkningen ha en tendens til
a gi oversving. Grunnen til dette er rett og slett at hvis et reguleringsavvik oppstar,
og integralvirkningen korrigerer padraget ved a integrere opp avviket, vil roboten veere
igang med a gjore noe annet og avviket kan ha skiftet fortegn fgr integralvirkningen
har fatt noen innvirkning.

1.11 Hastighetsservo med posisjonsregulator

En likestrgmsmotor har hastighetsregulering med bandbredde w,, og akselerasjonskon-
stant K, = w.,. En posisjonsregulator skal designes. Modellen er

1 1 1 1

Om(s) = gwm(s) = @Wo(s) T K. s(l+ KLG)TL(S) (1.77)
Denne type system kan styres med proporsjonal tilbakekobling:
wo(s) = Ky (0o(s) — Om(s)) (1.78)
som gir
ho(s) = SK%K—) (1.79)

Systemet er vist pa blokkdiagramform i figur 1.20.

Vi skal se pa to tilfeller: Fgrst antas det at hastighetsslgyfen har mye stgrre band-
bredde enn posisjonsslgyfen, og deretter at de to slgyfene har tilnsermet samme band-
bredde.

1. Ofte vil bandbredden i hastighetsslgyfen veere vesentlig hgyere enn i posisjons-
slgyfen, dvs.
Wey > We (1.80)

'En mye brukt designregel er & legge 1/7; omkring en dekade under kryssfrekvensen. Begrunnelsen
for dette er at integralvirkningen ikke skal gi negativ fase ved kryssfrekvensen. Dette er ikke en aktuell
problemstilling for denne prosessen som har 90° fasemargin uten integralvirkning.
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W, O,

- K‘T— K T e >
wcv:Ka_‘/

%4/

Figur 1.20: Stromstyrt likestromsmotor med hastighets- og posisjonsslgyfe.

0 =

som ogsa betyr at K, > K,. Dette kan veere ngdvendig hvis systemet har
mekaniske resonanser eller posisjonsmalingen har grov kvantisering eller lav taste-
frekvens. I denne sammenheng kan man benytte tilnsermelsen ho(s) = K, /s ved
regulatordesign i posisjonsslgyfen.

Regulatordesign blir da som for hastighetsslgyfen, og med proporsjonalregulator
blir kryssfrekvensen lik hastighetskonstanten:

w, = K, (1.81)

2. Hvis kryssfrekvensen til hastighets- og posisjonsslgyfe har samme gvre begrensn-
ing, ma man ta hensyn til hastighetsslgyfens dynamikk ved design av posisjons-
slpyfen. Dette kan gjores ved analyse av hy i Bodediagram, men for et enkelt
system av andre orden er det ofte mer hensiktsmessig a studere folgeforholdet
M (s) = 0,,(s)/00(s) og steypavirkningen direkte.

Fglgeforholdet finnes a veere

1 1
It stk 32_1+2Ci0+8—22
v vfa Wi 0

1
Wg = K, K,, C = 5 \V Ka/Kv

Et typisk valg er ( = % 2 som oppnas med K, = 2K,. En gitt knekkfrekvens wq
oppnas da med K, = v/2wy.

M(s) (1.82)

hvor

Malingen er
1

I K K,
hvor innvirkningen fra lastmomentet finnes ved manipulasjon av blokkdiagrammet eller

ved direkte utregning. Stasjoneert avvik ved konstant referanse 6, og konstant last-
moment 1o blir

Om(s) = M(s)0(s) — M(s)Tp(s) (1.83)

1
- InK.K,
Legg merke til at avviket er inverst proporsjonalt med produktet av hastighets- og
akselerasjonskonstant.
K, er systemets hastighetskonstant. Ved folging av en rampe 60y(t) = wvot, oppstar
et stasjonaert avvik

0o — O, Tro (1.84)

v
O — O, = ?0 (1.85)

v
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Dette vises ved bruk av sluttverditeoremet.
Som for hastighetsslgyfen kan begrenset integralvirkning inkluderes med

wo(s) = chfj—ﬁﬁ;(eas) —0,(5)) (1.86)

med
K,.=K,0 (1.87)

hvor g = 100 gir 40 dB gkt forsterkning ved lave frekvenser, mens § = 10 gir 20 dB
pkning. Dette gir mer ngyaktig finposisjonering ved lave hastigheter for referanser som
varierer med lave frekvenser. For referanser med raske bevegelser gir integralvirkning
vanligvis redusert folgengyaktighet.

Hastighetskonstanten er i dette tilfelle K. siden en referanse 0y(t) = vt gir et

stasjonaert avvik
Vo

Ko

Det er ogsa relativt greit a vise at det stasjonaere avvik fra et konstant lastmoment

blir

B 1
B JmKach

med P-regulator i hastighetsslgyfen. Bruk av en begrenset Pl-regulator i hastighets-
slgyfen resulterer i

00 — Hm TLO (189)

B 1
B JmKachc

K. er her akselerasjonskonstanten i hastighetsslgyfen ved bruk av begrenset integral-
virkning som beskrevet i lign. (1.71) og (1.72).

00 — Hm TLQ (190)

1.12 Posisjonsservo uten hastighetsmaling

En likestromsmotor uten strgm og hastighetsmaling skal styres. Referansen er (t).

Transferfunksjonen er
1

O, Kp
Mg — 1.91
w0 T ST Tos) 15 Tos) (1.91)
I det folgende antas at T, = 1007,. Hvis forholdet mellom 7, og T, er et annet, ma
resultatene i det fglgende modifiseres litt, men fremgangsmate og lgsningens struktur
blir den samme.
Fgrst undersgkes en proporsjonalregulator

Uy = Kp(6o — 6) (1.92)
Ved a velge K, = V2Kg/T,, oppnas en kryssfrekvens w, = ﬁ med en fasemargin
1 = arctan 1 — arctan 0.01 ~ 45°.
Hoyere bandbredde kan oppnas med en PD-regulator

1+17T,
uq(s) = K * las

pTTfS(HO(S) — O (s)) (1.93)
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Her skal vi anta at filtertiden er Ty = 0.175. I servoteknikken er det vanlig med
pol/nullpunkt-forkortinger ved seriekompensasjon. Her kan det gjgres ved a velge

Ty =T, (1.94)

som gir
1 1
ho(s) = K, =K, 1.95
ofs) s(L+ T7s)(1 + T,s) s(L+ 0.1T3,8) (L + Tps) (1.95)

hvor K, = f—]’; er systemets hastighetskonstant. Ved folging av en rampe 6y(t) = wvot,

oppstar et stasjoneert avvik
Vo
Dette vises ved bruk av sluttverditeoremet.
Kryssfrekvensen ma velges litt mindre enn 1/7% slik at en akseptabel fasemargin

oppnas. Hvis

1 1
. = 0.8— =8— 1.97
e = 0870 =870~ (1.97)

benyttes, er systemet stabilt med en fasemargin

1
1) = arctan 08 arctan 0.08 &~ 46.8° (1.98)

Hastighetskonstanten blir
1
K, =v1+0.8%w, ~ 10.2T— (1.99)

Forsterkningen og dermed hastighetskonstanten er altsa begrenset av filtertiden, som
igjen er begrenset av stgy i malingene og mekaniske resonanser.

Hvis referansen varierer langsomt er det gunstig a inkludere begrenset integralvirkn-
ing
1+ ES 1+ TdS
1+ pBTis14+Tys

e = K,3 (o — 0,) (1.100)

Her kan man velge 8 = 10, T; =T, =T, og Ty = 0.17,; som gir

hols) = 10K o 5@ iz.?;js)(l 1 0.01T,,5) (1.101)
En kryssfrekvens pa .
We = 6T_m (1.102)
gir en fasemargin ¢ = 47°, og K, = 6.9/T,,,. Hastighetskonstanten blir
K,. = 10K, =69/T,, (1.103)

I [3] er T, = 0.17,,. 1 dette tilfelle resulterer regulatoren gitt av lign. (1.100) i

1+7T,,s
s(1+107,,5)(1 + 0.17},5)?

ho(s) = 10K, (1.104)
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hvor g =10, T; = Ty = T), og Ty = 0.1T; som over. Her kan en fasemargin ¢ = 43.7°
oppnas med

We = 2L (1.105)
T,
Hastighetskonstanten er da
K, = 1T—i7 = 0.935w,. (1.106)

Forsterkningen ved lave frekvenser blir 10K, = 18.7/T,,.

1.13 Vippetass

En vippetass er betegnelsen pa en laboratorieoppstilling hvor en kule ruller i et spor pa
en bjelke. Bjelken dreies av en servomotor, og posisjonen til kulen langs bjelken kan
dermed styres. En prinsippskisse er vist i figur 1.21.

Figur 1.21: Vippetass

Kulen har radius r og masse m. Kulens treghetsmoment er

2
J = ngZ

(1.107)
som finnes av en leerebok i grunnleggende dynamikk (f.eks. [18]). Sporet har en vinkel
0 relativt til horisontalen. Kulen har en posisjon z langs sporet og ruller med en
vinkelhastighet 2 = 4 /r idet det antas at kulen ruller uten a skli.

Spinnsatsen for kulen gir

JQO=rF (1.108)

hvor F' er komponenten langs sporet av kontaktkraften mellom kule og spor. Newtons
lov for translasjonsbevegelsen gir

mi = —F + mgsin 0 + max6> (1.109)

hvor det siste leddet pa hoyre side er sentrifugalkraften. Ved a lgse ut F' av lign. (1.108)
og sette inn i lign. (1.109) fremkommer bevegelsesligningen

7 .
gmi = mgsin 0 + max6? (1.110)
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siden m + J/r2 = (7/5)m. Modellen lineariseres om 6 = 0 og 6 = 0 ved & sette 62 ~ 0
og sinf ~ 6. Dette gir den lineariserte modellen

i =Ko (1.111)
hvor 5
K =g (1.112)
Servomotoren har modellen
(Jp + ma?)0 = Kyt + mgz cos § — 2maih (1.113)

hvor .J,, er treghetsmomentet av motor og bjelke, ma? er treghetsmomentet pa motor-
akslingen fra kulen. Det siste leddet pa hgyre side er Coriolisakselerasjonen. Linear-
isering om ¢ = 0, x = 0 og € = 0 gir den linezere modellen

Tl = Ky, + mga (1.114)
Den totale modellen er
d* 1 KK,

Det er apenbart at interne tilbakekoblinger ma benyttes.

Her presenteres en lgsning hvor servomotoren har en hastighetsslgyfe, og hvor til-
bakekobling fra motorvinkelen 6 brukes. Hastighetsslgyfen antas a ha hgy bandbredde,
og servomotoren kan derfor beskrives med modellen

0 =u; (1.116)

hvor u; er padraget i den interne posisjonsslgyfen pa motoren. w; er her referansen
til motorens hastighetsslgyfe. Det forutsettes videre at motorens posisjonsslgyfe har
kryssfrekvens w. som er mye stgrre enn kryssfrekvensen w., i den ytre slgyfen som
styrer kulens posisjon. Kulens bevegelse kan dermed beskrives med

i = Kuy (1.117)

hvor uy er padraget i den ytre slgyfen. Her er uy referansen til motorens posisjonsslgyfe.
En P-regulator

kan na brukes for a styre 6, mens en PD-regulator

1+Td$
1+ Tys

uy (s) = (xg — ) (1.119)

kan brukes for a styre x.



Kapittel 2

Dynamisk tilbakekobling

2.1 Innledning

Dynamisk tilbakekobling brukes primeert i interne tilbakekoblinger. I motorstyring er
det vanlig med dynamisk tilbakekobling fra motorhastigheten. Dynamisk tilbakekobling
brukes ogsa pa hjelpeaktuatorer som ventilmotorer eller pa posisjonsservoer som inngar
som deler av en stgrre slgyfe.

2.2 Spenningsstyrt likestrgmsmotor

I det folgende skal dynamisk tilbakekobling fra hastigheten i en spenningsstyrt like-
strgmsmotor studeres. Stoffet er hentet fra [6] og bearbeidet. Systemets er vist i
figur 2.1, og har transferfunksjoner hy(s) = K, ho(s) = Ko,

Wm K3
h = M(s) = 2.1
3<S> U (8) (1+Tms><1+TaS> ( )
hvor T,,, > T,, u er padraget, K3 = 1/Kg, og
0 1
h = "(s) =~ 2.2
) =229 =1 (2:2)
0o e r U Wm Om
— O =K > he = K s = (1+ng€1+Tas) =3 >
—A _
hor
hd = 13:;5 <
hoy

Figur 2.1: Blokkdiagram for motor med dynamisk tilbakekobling fra hastighet.

En dynamisk tilbakekobling

ha(s) = (2.3)
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brukes i hastighetsslgyfen slik at
u(s) = ha(s)[r(s) — ha(s)wm(s)] (2.4)

hvor 7(s) er inngangssignalet til hastighetsslgyfen.
Slgyfetransferfunksjonen i hastighetsslgyfen er
Ts
(14+Ts)(1+ Tons)(1 4+ Tys)

ho[(S) = hQ(S)hg(S)hd(S) = KgKg (25)
Her er zho;(jw) > —180° for alle w, og den interne slgyfen som gitt av modellen er
alltid stabil. For a fa en akseptabel fasemargin bgr ikke kryssfrekvensen veere stgrre
enn 1/7,.

Transferfunksjonen fra r(s) til w,,(s) er

Wm hahs
Zmig) = 2.6
- ) =T (2.6)
Innvirkningen av den dynamiske tilbakekoblingen sees best av tilneermelsene
1. |h0[| > 1:
m _ hah 1
PR (2.7)
r hor ha
2. |hor| < 1:
Wm
o hohs (2.8)

Her ser vi at nar slgyfeforsterkningen er stor, sa er transferfunksjonen fra r til w,, lik den
inverse av den dynamiske tilbakekoblingen. Videre ser vi at nar slgyfeforsterkningen er
liten, sa har ikke den dynamiske tilbakekoblingen noen innvirkning. Pa bakgrunn av
dette kan man forsta det spesielle valget av hy(s) som er gjort i lign. (2.3).

I posisjonsslgyfen brukes en regulator hy(s) = K; slik at

r(s) = hi(s)e(s) (2.9)
hvor e = 0y — 6 er reguleringsavviket. Posisjonsslgyfen har slgyfetransferfunksjon

hQ(S)hg(S)

hoy(S) = hl (S)m

h4(8) (2.10)

Videre defineres den ukompenserte slgyfetransferfunksjonen
hoyu(S) = hl(S)hQ(S)hg(S)h4(S) (211)

som er den ytre slgyfes transferfunksjon nar hy(s) = 0.
Effekten av den interne tilbakekoblingen kan studeres ut fra tilnsermingene

1. |h0[| > 1t
hoy ~ fi2hsha ks (21
hor ha

2. |h0[| < 1
hoy = hihahshy = hoyy (2.13)
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I frekvensomradet hvor den interne tilbakekoblingen er effektiv virker den dynamiske
tilbakekoblingen som en Pl-regulator:
I 1+Ts

ha(s)  Ts (2.14)

Utenfor dette frekvensomradet har ikke den dynamiske tilbakekoblingen noen effekt.
Den dynamiske tilbakekoblingen virker altsa som en begrenset Pl-regulator i posisjon-
sslgyfen.

Eksempel 2.1 Et system for posisjonsstyring av en spenningsstyrt likestrgmsmotor
skal syntetiseres. Motoren har maling y = 6,, som er motorvinkelen, mens w,, er
motorens vinkelhastighet. Motoren har transferfunksjon

Z(s) = hy(s)ha(s) (2.15)
hvor 10
3(5) = T50.055 (2.16)
0g

(2.17)
Folgende spesifikasjoner er gitt:

1. Null stasjoneert avvik i posisjon.

2. Hastighetskonstant pa K, = 1000.

3. IN(jw)| <0.01 for w < 2 (rad/s).

4. Fasemargin ¢ > 45°

Punkt 3 oppfylles med |hoy (jw)| > 100 for w < 2 rad/s, hvor hgy (s) er posisjon-
sslgyfens transferfunksjon slik at N(s) = 1/(1 + hoy($)).

Med kun proporsjonalvirkning tilfredsstilles punkt 1 og 2 med slgyfetransferfunk-
sjonen

hoyw = 100h3h, (2.18)

Asymptotisk amplitude for hgy, er vist i figur 2.2. Fasemarginen er ikke tilfredsstillende
i dette tilfelle.

Spesifikasjonene skal oppfylles ved a bruke en intern tilbakekobling som vist i figur 2.1.

Den apne integratoren fra hastighet til posisjon gjgr at systemet er av type 1 med
null stasjongert posisjonsavvik ved sprang i referansen (se kapittel 10.2), og denne in-
tegratoren ma derfor ikke omsluttes av den interne tilbakekoblingen. Det er apenbart
at den interne tilbakekoblingen ma veere fra hastigheten. Hastigheten males med et
tachometer.

Slgyfetransferfunksjonen til posisjonsslgyfen endres i det frekvensomradet hvor den
dynamiske tilbakekoblingen er effektiv. Utenfor dette frekvensomradet er hoy ~ hgyy.
En hgy som tilfredsstiller spesifikasjonene er

1000 =
hoy(s) _ ( + 10)

1
T s(T )T+ ) (2.19)
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Figur 2.2: Frekvensrespons av ukompensert sloyfetransferfunksjon hgy . Spesifikasjon 3
er markert ved krav om en forsterkning pa 100 ved w = 2 rad/s.

Asymptotisk amplitude er vist i figur 2.3.
Det er mulig a oppna denne slgyfetransferfunksjonen ved a bruke en dynamisk til-
bakekobling fra hastigheten. Den interne slgyfens transferfunksjon hg;(s) finnes av

(2.20)

hovy
hoy hoyu N{ e |hor| > 1

T +hor | hove lhorl <1

Den gnskede hgy kan dermed realiseres med den dynamiske tilbakekoblingen

0.1s
h = — 2.21
) = T 00 (2:21)
og med forsterkningene hy(s) = Ky = 40 og ha(s) = Ky = 2.5. Dette gir
0.1 1
hor(s) = 25— (2.22)

1+0.1s1+0.05s

som asymptotisk gir den gnskede hgy i frekvensomrader hvor hgo; > 1 og hor < 1.
I frekvensomrader hvor |hor| & 1 vil resultatet veere mer usikkert, men vanligvis vil
tilneermelsen veere god nok. Asymptotisk amplitude for slgyfetransferfunksjonen til
ytre og indre slgyfe er vist i figur 2.4. Legg merke til at i logaritmisk skala finnes den
kompenserte transferfunksjonen hgy ved a subtrahere hg; fra hgy,.



2.2.  Spenningsstyrt likestromsmotor 31

Figur 2.3: Asymptotisk amplitude av  sloyfetransferfunksjon hgy som  opp-
fyller spesifikasjonene, wvist sammen med asymptotisk amplitude for ukompensert
sloyfetransferfunksjon hoy,

Ngyaktigheten av den asymptotiske analysen bgr undersgkes til slutt. En sammen-
ligning mellom asymptotisk lgsning og eksakt Bodediagram for hgy er vist i figur 2.5.
Det er tydelig at den tilnszermede lgsningen er tilstrekkelig ngyaktig for denne type
analyse. Fasemarginen er pa 72° som er godt over spesifikasjonen.

Den samme hgy kan fremkomme med seriekompensasjon som vist i figur 2.7. En
regulator h,.(s) som gir samme hgy er

B 1+0.1s 14+ 0.05s
142551+ 0.002s

Dette er en PID-regulator med begrenset integral- og derivatvirkning. Legg merke til
at i denne regulatoren er den stgrste tidskonstanten 2.5, mens med dynamisk tilbake-
kobling er storste tidskonstant i regulatoren 0.1. Store tidskonstanter i forbindelse med
begrenset integralvirkning gir problemer i forbindelse med metning, og det er derfor en
stor fordel med intern tilbakekobling at begrenset integralvirkning oppnas uten store
tidskontanter.

Anta sa at motoren pavirkes av stgyen v som vist i figur 2.6. Her er v et forstyrrende
moment som kommer inn i den interne slgyfen og pavirker w,,. Stgyens transferfunksjon
hy(s) i apen slgyfe er definert ved

h,(s) (2.23)

% (s) = h(s) (2:24)
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Figur 2.4: Asymptotisk amplitude for slgyfetransferfunksjon hoy for ytre og hor indre
sloyfe sammen med asymptotisk amplitude den ukompenserte sloyfetransferfunksjonen

hOYu .

hvor y, er malingen som resulterer fra stgypavirkningen.
Med intern tilbakekobling og apen posisjonsslgyfe blir transferfunksjonen fra stoy
til maling redusert med en faktor 1 + ho;(s) slik at

Yy . hy(s)
;(S) N ]_ + ho[(S)

Nar posisjonsslgyfen ogsa lukkes fas en ytterligere reduksjon med en faktor 1+ hgy, slik
at med begge slgyfene lukket fas

(2.25)

Yo ) — ho(s)
o = T &I+ Fror () (2.26)

Lign. (2.25) og (2.26) utledes fra systemets blokkdiagram.
Slgyfetransferfunksjonen for den ytre slgyfen er gitt av uttrykket

hOYu
h = 2.27
ov (s) 1+ hoy ( )
Innsetting i lign. (2.26) gir
v h’v
Po(s) = (s) (2.28)

hoyu(s
v [L+ hor(s)][1 + 1+0on((8))]
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Figur 2.5: Sammenligning av asymptotisk og eksakt kurve for amplituden av hgy sam-
men med fasen som viser at fasemarginen er 72°.

Dette uttrykket kan gis interessante tilneermelser i ulike frekvensomrader:

1. Hvis |hoy(s)| > 1, sa er

&(S) ~ hv(s) . hv(s)

v (L4 hor(s)) fﬁ%:fé’) hoyu(s)

(2.29)

Steypavirkningen reduseres altsa med en faktor lik den ukompenserte trans-
ferfunksjonen hgy, i stedet for den kompenserte transferfunksjonen hgy, som
ville vaert tilfelle ved bruk av en serickompensasjon! . For dette eksempelet
betyr dette at ved f.eks. 5 rad/s vil stgypavirkningen reduseres med en fak-
tor pa 200 til h,(j5)/200. Hvis seriekompensasjon brukes for & oppna samme
slgyfetransferfunksjon, fas en reduksjon pa 16 til h,(j5)/16, hvilket er over 12
ganger sa mye. Forskjellen i stgyreduksjon kan leses ut av Bodediagrammet i
figur 2.4. Forholdet mellom demping av stgyen med seriekompensasjon og med
dynamisk tilbakekobling i indre slgyfe er lik forskjellen mellom hgy, og hgy, som
er tilngermet lik ho; nar den interne tilbakekoblingen er aktiv.

IHvis seriekompensasjon brukes med samme slgyfetransferfunksjon hgy i posisjonsslgyfen, vil trans-
ferfunksjonen fra stgy til maling i lukket slgyfe veere y, /v = hy, /(1 4 hoy) & hy /hoy for |hoy (s)] > 1.
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v > h
1+;l)01
090 em
—>O—> hq ho > h3 > hy >
hOI
hd <

hOY

Figur 2.6: Motor med dynamisk tilbakekobling fra hastighet og pavirkning fra en for-
styrrelse v.

2. Hvis |hoy (s)| < 1 og |hor(s)] > 1, sa er

&@) N hy(s) "y ho(s)
v T 1+ hor(s) T hor(s)

(2.30)

Det er fremdeles en reduksjon i stgypavirkningen selv om den ytre slgyfen ikke
er effektiv. Ved f.eks. 50 rad/s er det en demping med en faktor pa 6, som gir
en stgypavirkning lik h,(j50)/6, mens en tilsvarende serickompensasjon i ytre
slgyfe ville gitt h,(750). Forskjellen mellom lgsningen med intern tilbakekobling
og seriekompensasjon er ogsa her tilnsermet lik hg;.

3. Nar verken den indre eller ytre slgyfe er effektiv er stgypavirkningen i lukket slgyfe
lik h,(s) som i apen slgyfe.

2.3 Sammenligning med seriekompensasjon

I stedet for den dynamiske tilbakekoblingen kan samme slgyfetransferfunksjon hgy (s)
oppnas med seriekompensasjon som vist i figur 2.7 hvor

1 { h—(lu for |hos| > 1

11 for lhor| < 1

hy = — = 2.31
14 hoy ( )

For systemet i kapittel 2.2 er den tilsvarende h, en PID-regulator med begrenset
integral- og derivatvirkning som kan tilnsermes med
1+ Ts 1+Tys
N 1+6T51+%Tm3

h.(s) (2.32)
for passende 5> 1. Her er det for enkelhets skyld antatt at T, < T,,/0.

I serieregulatoren opptrer tidskonstanten 57" > T, mens med dynamisk tilbakekobl-
ing er stgrste tidskonstant T'. Dette kan gi problemer for serieregulatoren i forbindelse
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0 Wi O
‘ hl h2 h3 h’4

Y

>
S

Y

Y
Y
Y

Figur 2.7: Seriekompensasjon

med metning hvor integralleddet kan bli meget stort, og det vil ta lang tid a lade ut
integralleddet gjennom tidskonstanten ST

En annen viktig forskjell mellom de to regulatorene er fglsomheten for parameter-
variasjoner. Anta at forsterkningen K3 i motoren kan variere med en faktor pa to.

1. Ved bruk av dynamisk tilbakekobling har den interne slgyfen en forsterkning pro-
porsjonal med K3. Denne slgyfen har imidlertid gode stabilitetsmarginer. Den
ytre slgyfen er uavhengig av K3 i frekvensomradet hvor den interne slgyfen er ef-
fektiv. Det er i dette frekvensomradet kryssfrekvensen til den ytre slgyfen ligger.
Dette betyr at endringer i K3 gir liten innvirkning pa den ytre slgyfen rundt kryss-
frekvensen, og systemets stabilitetsmarginer er folgelig lite fglsomme for endringer
i K3 sa lenge den indre slgyfen er effektiv over et tilstrekkelig stort frekvensomrade.
Dette er illustrert i figur 2.8

2. Ved bruk av en serieckompensator vil en endring i forsterkningen fgre til at kryss-
frekvensen endres, og systemet kan ga mot stabilitetsgrensene og bli ustabilt.
Dette er illustrert i figur 2.9.

2.4 Fglsomhet for stgy

Systemet i figur 2.1 pavirkes av stgyen v. Anta at h,(s) = h3(s)ha(s). Steyens innvirk-
ning pa malingen betegnes y, og er gitt av transferfunksjonen

b ekl lslo)h(s) 55
o = T o () + by (5)) Toral] (2.33)
07 oY (1+h0[(8))[1+ 1+h01(s)]
som gitt av lign. 2.28.
Nar |hoy| > 1, sa er

Yo hg(S)h4<8) h3h4 1
Yooy~ _ _ 2.34
v (5) [L+ hor(s)lhoy (s)  hove — hihe (2.34)

siden hoy = hoyu/(l + ho[) og hoyu = h1h2h3h4.
Samme transferfunksjon kan oppnas med en seriekompensasjon som vist i figur 2.7
med regulatoren h,(s). Transferfunksjonen fra v(s) til y,(s) blir i dette tilfelle

&(S) . h3h4 _ 1
v N 1 +h0y - hlhrhg

I frekvensomradet hvor den dynamiske tilbakekoblingen er effektiv ma h, ~ 1/hg; for
a gi samme resultat med seriekompensasjon. Dermed kan lign. (2.35) skrives
hor

%(s) R~ i, for |hoy| > 1 og |hos| > 1 (2.36)

for |h0y| > 1 (235)
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Figur 2.8: Virkning av en reduksjon i forsterkningen Ks med en faktor pa 2.5 nar
intern tilbakekobling brukes. Den ukompenserte transferfunksjonen betegnes hgy,1 for
den nominelle forsterkningen og hoy.o for redusert forsterkning. Tilsvarende svarer
hor1 til nominell verdi pa Ks og horo til den reduserte verdien. Den kompenserte
sloyfetransferfunksjonen er hgy. Kryssfrekvens og stabilitetsmarginer i ytre sloyfe for-
blir uendret siden den indre slgyfen fremdeles er effektiv omkring kryssfrekvensen i ytre

sloyfe.

Dette betyr at nar den interne dynamiske tilbakekoblingen er effektiv, sa reduseres den
ugnskede innvirkningen av stgyen med en faktor som er lik forsterkningen i den interne
slgyfen.

Tilsvarende kan frekvensomradet hvor |hgy| < 1 og |hos| > 1 undersgkes. I dette
omradet gjelder tilnsermelsen

hshy _ hyhy

Yo
—(s) = ~ for |h 1 h. 1 2.37
Re) = T A et for oy <1 og ot > (27)

Ved bruk av en seriekompensasjon er den ytre slgyfen sa godt som apen nar |hgy| < 1,
og transferfunksjonen blir

P (5) ~ hahy (2.38)

v

Ogsa her gir seriekompensasjon en faktor hg; stgrre folsomhet for stoy.
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Figur 2.9: Virkning av en reduksjon i K3 med en faktor pa 2.5 ved seriekompensasjon.
Nomanell kurve for hgy er merket ’1°, mens kurven med redusert K5 er merket ’2°. Det
er tydelig at fasemarginen vil reduseres til en uakseptabel verdi for kurve 2.

2.5 Stromstyrt likestrgmsmotor

I et styresystem for en strgmstyrt likestrgmsmotor er transferfunksjonene

hi(s) = K3 (2.39)
ha(s) = Ko (2.40)

* 0 1
hy(s) = ﬁ(s) = (2.41)

som for en spenningsstyrt motor, mens transferfunksjonen fra padrag til hastighet er

. K
Y gy = 22 (2.42)

hvor K3 = Kp/J. Kpr er motorens momentkonstant, og J er treghetsmomentet av
motor og last. Som for den spenningsstyrte motoren benyttes den dynamiske tilbake-
koblingen

u(s) = ha(s)[r(s) — ha(s)wm(s)] (2.43)
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i hastighetsslgyfen hvor
Ts

T 1+ Ts
og r er inngangssignalet til hastighetsslgyfen. Systemet er vist i figur 2.10.

ha(s) (2.44)

0, u W O,

—(—1 Ki Ko =£S3 =% >

A

Ts
1+T's

Figur 2.10: Blokkdiagram for stromstyrt likestromsmotor med dynamisk tilbakekobling
fra hastighet.

Slgyfetransferfunksjonen til den interne hastighetsslgyfen blir

KoK sT
hor(s) = 377

(2.45)

Det er apenbart at den interne slgyfen er stabil for alle K5 og alle T'. I det fglgende
antas at Ko K3T > 1. Kryssfrekvensen til hor(jw) blir da

wer = K2 K3 (2.46)

som kan utledes fra lign. (2.45).
Den ukompenserte slgyfetransferfunksjonen er i dette tilfelle

KKy K,
hovu(s) = =5 (2.47)
som har null fasemargin uten kompensering. Med intern tilbakekobling blir slgyfe-
transferfunksjonen

hoyu(s)
h = — 2.48
ov (5) 1+ hor(s) 248)
1. Hvis |hor| > 1, er den interne tilbakekoblingen effektiv, og tilnsermelsen
1+Ts1
hoy ~ K - 2.49
w2 (2.49)

er gyldig.

2. Hvis |hos| < 1, er ikke den interne tilbakekoblingen effektiv, og slgyfetransfer-
funksjonen blir tilnsermet lik den ukompenserte transferfunksjonen:

K KoK
hoy (s) = hoyw(s) = s (2.50)

52
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(-2)

hoy

(0)

0 dB

Figur 2.11: Bodediagram for slgyfetransferfunksjoner for stromstyrt likestromsmotor
med dynamisk tilbakekobling fra hastigheten

Slgyfetransferfunksjonene er vist i figur 2.11

Systemet blir lite fglsomt for variasjoner i forsterkningen K3 som kan forekomme
f.eks. nar treghetsmomentet varierer. Arsaken til dette ses av lign. (2.49). Sa lenge den
interne tilbakekoblingen er effektiv er ikke hgy (s) avhengig av K3. Den interne slpyfen
er alltid stabil. Det eneste kravet som ma stilles er derfor at K3 ikke blir mindre enn
at kryssfrekvensen w,.; fremdeles er minst en halv dekade stgrre enn kryssfrekvensen til
den ytre slgyfen.

Anta at systemet pavirkes av et forstyrrende moment v. Transferfunksjonen fra v
til malingen y i apen slgyfe finnes a vaere

Y 1
Z(s) = hy(s) = — 2.51
L) = huls) = = (251)
Med begge slgyfene lukket reduseres stgypavirkningen til
Y ho(s)
;(s) = _ PRI (2.52)
(1+ hor(s))[1 + 2220

som gitt av lign. (2.28).

1. Hvis |hoy| > 1, sa gjelder tilngermelsen

Ry 1
LN - (2.53)
v hoyu K1K2K3J
2. Hvis |hoy| < 1 og |hor| > 1, sa gjelder tilnsermelsen
Iy 1 14T
Yol _ - ~F75 (2.54)

v - ho[ N J 2 KQKgT
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2.6 Integralvirkning i hastighetsslgyfen

Den dynamiske tilbakekoblingen presentert i kapittel 2.5 gir begrenset integralvirkning
i posisjonsslgyfen. Det resulterende systemet er av type 0 med hensyn pa stgyen, slik
at en konstant momentforstyrrelse gir et stasjoneert avvik i posisjon. Dette avviket
er kraftig dempet av den interne slgyfen. FEn ytterligere forbedring i ngyaktighet
kan oppnas ved a innfgre integralvirkning i hastighetsslgyfen. Denne integralvirkn-
ingen gjgres vanligvis begrenset siden ubegrenset integralvirkning kan gi problemer i
forbindelse med store avvik eller nar det er metning.

Anta at det benyttes en begrenset Pl-regulator i en intern hastighetssloyfe og en
P-regulator i den ytre posisjonsslgyfen (figur 2.12).

0y Wy O

l( ) , 1+T5s K3
I Kl K2B1+6T23 s

Y
Y
Y

[

Ts <
1+T's

Figur 2.12: System med integralvirkning i hastighetssloyfen

Systemet er det samme som i kapittel 2.5, men regulatoren i den interne slgyfen
endres til
1+ T28

ha(s) = Kﬁm

(2.55)

hvor 8 > 1. Dette resulterer i

1+T28 KgT

h = K. 2.56
o1(s) 261+6T251+T5 ( )

som er stabil for alle verdier av parameterene K, T og T og alle § > 1. Hvis 1/T5 <
KyK3 og B> 1, har den interne slgyfen en fasemargin stgrre enn 45° og kryssfrekvens

Wel = KQKg (257)

2.7 Kompensering av forstyrrelser
Gitt prosessen

l"l = T + U1 (258)
1’2 = Kg(u —+ U2) (259)

hvor u er padrag og v1 og vs er forstyrrelser. Utgangen er

Yy =1 (2.60)
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Prosessen har en regulator

u(s) = Ksr(s) — ha(s)za(s)] (2.61)
r(s) = he(s)[yo(s) — y(s)] (2.62)
For denne prosessen skal vi studere innvirkningen av de ulike regulatorparameterene pa

stasjonaer fglsomhet for forstyrrelsene vy og vs.
Vi antar fgrst at den dynamiske tilbakekoblingen er

Ts
= 2.
ha(s) 1+Ts (2:63)
og at regulatoren er
1 + T18
h.(s) = K18 ———— 2.64
(5) = Kibiy5 (2.64)
Slgyfetransferfunksjonen for den indre slgyfen er
KyKs(s)h K2K5T
hoi(s) = 2Hs()hals) = = (2.65)

S 1+Ts

2.8 Metning i ytre slgyfe*

Ved store reguleringsavvik vil motoren ga i metning. I det fglgende skal innvirkningen
av metning studeres i to forskjellige tilfeller:

1. Enhets hastighetstilbakekobling og integralvirkning i posisjonsslgyfen.
2. Dynamisk tilbakekobling fra hastighet og proporsjonalregulator i posisjonsslgyfen.

Metoden dette skal analyseres pa er at slgyfen apnes ved punktet hvor metningen
opptrer. Slgyfetransferfunksjonen sett fra dette punktet settes sa opp. Av spesiell
betydning er det om systemet sett fra metningen er betinget stabilt.

Vi betrakter systemet i figur 2.6. Metningen ligger mellom hy og hs, og slgyfe-
transferfunksjonen sett fra dette punktet er

90(s) = hs(s)[ha(s) + ha(s)ha(s)]ha(s) (2.66)

Anta at
ho =Ky, hy=hy=1

mens regulatorene h; og h, skal velges. Slgyfetransferfunksjonen blir

= &[hd(S) + hl(S)

S S

= Z2oha(s) + In(s)] (2.67)

9o(s)
Det gar klart frem at hvis frekvensresponsen til [shy(s) + hi(s)] gir negativt fasebidrag
for frekvenser under kryssfrekvensen, sa vil systemet vaere betinget stabilt.

Betinget stabilitet er uheldig i dette tilfellet. Hvis systemet gar i metning, vil
den tilsynelatende forsterkningen i gy reduseres, og systemet kan bli ustabilt. Dette
analyseres best med teorien om beskrivende funksjoner [4], men dette ligger utenfor
rammen av det som skal behandles her.
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1. Anta LT
iS
hl(S) = K1 ﬂs (268)
og

ha(s) =1 (2.69)

Da er K LT

iS

go(s) = —5 (s + I, ) (2.70)

Forsterkningen K vil veere tilngermet lik posisjonsslgyfens kryssfrekvens: K; ~
we. Leddet (1+7;s)/T;s vil ha absoluttverdi stgrre enn 1 for alle frekvenser. Dette
betyr at for w < w, er

K2 1+ Tis
52 T:s
som har fase —270° ved lave frekvenser. Systemet beskrevet med gg er altsa
betinget stabilt. Selv om integralvirkningen gjores begrenset, vil systemet fremde-
les veere betinget stabilt.

Jo ~ (2.71)

2. Anta at en dynamisk tilbakekobling brukes, og posisjonsslgyfen styres med pro-

porsjonalvirkning:
hi(s) = K4 (2.72)
0g
ha(s) = - f‘;s (2.73)
Da er KT
90(s) = 5 (s + D) (2.74)

Det er apenbart at gy har fase stgrre enn —180° for alle frekvenser, og systemet
beskrevet ved gg er derfor ikke betinget stabilt.

Konklusjonen pa dette er at hvis metning opptrer i systemet, kan det oppsta sta-
bilitetsproblemer som en fglge av metningen hvis det er begrenset eller ubegrenset
integralvirkning i posisjonsslgyfen. En bedre lgsning vil da veere a bruke en dynamisk
tilbakekobling fra hastigheten for a oppna begrenset integralvirkning i posisjonsslgyfen.

2.9 Implementering

Noe av populariteten til dynamiske tilbakekoblinger av typen

B Ts
14 Ts

ha(s) (2.75)
skyldes at den kan implementeres med passive kretser med en enkel RC-krets som vist
i figur 2.13. Det er dermed mulig a realisere integralvirkning kun med passive kretser.
Legg merke til at

<1

1
|ha(jw)| = ———
L+ Gy

Den dynamiske tilbakekoblingen har altsa en forsterkning som er mindre eller lik 1.
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O O

Figur 2.13: Dynamisk tilbakekobling med passiv krets. Her er T'= RC'.

Ved bruk av operasjonsforsterker kan h, implementeres som vist i figur 2.14. Dette
er et vanlig forsteordens hgypassfilter. Transferfunksjonen er gitt av

Uy Cs RC's Ts
200 — N = _ 2.76
111(8) %JFC’S 1+ RCs 14+Ts ( )
hvor T'= RC.
R
—L
C
|
[
C
|
v O [ — L O
_'_

Figur 2.14: Dynamusk tilbakekobling med aktiv krets. Her er T'= RC'.

En digital dynamisk tilbakekobling far man ved a bruke den bilinezere transformasjo-

nen
21—z271

°T T,1+ 21
hvor T er tastetiden og z er en kompleks variabel. Dette gir fglgende transferfunksjon
i z-planet:

(2.77)

215

I+ Z (1 I

ha(2) (2.78)
Vi antar at inngangen til hy er u og utgangen er y slik at y(s) = hq(s)u(s). I z-planet
er da y(z) = hq(z)u(z), slik at

(1+ QT—T (- %)z‘l)y(z) _ %(1 — 2 Yu(z) (2.79)

For implementering benyttes denne ligningen hvor y(z) og u(z) byttes ut med henholdvis
y(k) og u(k) som er verdiene ved tiden t = kT hvor k er et heltall. Videre redefineres
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27! til & veere tidsskiftoperatoren definert ved 2~ 'y(k) = y(k — 1). Dette gir

2r _q 2T
y(k) = 5 Yk =1+ ET_S'_ T[u(k) = ulk —1)] (2.80)

Ved programmering av denne algoritmen beregnes koeffisientene pa forhand, og algo-
ritmen blir

y(k) = ay(k — 1) 4 cofu(k) — u(k — 1)] (2.81)

hvor ¢; og ¢, finnes av lign. (2.80).

Transferfunksjonen hy(s) har et nullpunkt for s = 0, som gir null utgang ved kon-
stant inngangssignal. Dette stemmer overens med den digitale tilnsermelsen hy(z) som
har et nullpunkt for z = 1. Den resulterende algoritmen i lign. (2.81) gir fglgelig null
stasjoneer respons ved konstant inngangsignal.

2.10 Aktuator med dynamisk tilbakekobling

En servomotor kan innga som aktuator i et stgrre system. Det kan da veere gunstig a
bruke en dynamisk tilbakekobling pa aktuatoren for a oppna en gnsket slgyfetransfer-
funksjon i ytre slgyfe. Vi skal her studere et eksempel hvor en servomotor brukes som
aktuator for en prosess beskrevet ved modellen

y(s) = h(s)u(s) (2.82)
Padraget u er gitt ved X
u(s) = gua(s) (2.83)

hvor u,(s) er padraget til aktuatoren. Aktuatoren er her modellert ved en integrasjon,
som er transferfunksjonen til en motor med hastighetsslgyfe hvor u, er referansen til
hastighetsslgyfen.

En dynamisk tilbakekobling

T;s
h = - 2.84
i) = T (28
benyttes sammen med en proporsjonalregulator i aktuatorslgyfen slik at
Uq(s) = Ku(ug — ha(s)u(s)) (2.85)

som vist i figur 2.15. Transferfunksjonen fra ug til u blir

Ug u

—_— Ka >

0 =

Tis

1+T;s

Figur 2.15: Blokkdiagram for prosess med aktuatordynamikk og dynamisk tilbakekobling
for aktuator
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U 1+T;s 1
— =K 2.86
Uo (8) p ES 1 + TlS ( )
hvor % T
Ky=——9% _ T d 2.87

T 1+ KT

som vist i figur 2.16. Transferfunksjonen fra wug til v har dermed samme form som
en Pl-regulator, med unntak av tidskonstanten i 7;. Ved a velge 1/77 stgrre enn
kryssfrekvensen i ytre slgyfe oppnar man integralvirkning i ytre slgyfe.

u u
Mo g s o oh(s) —Y
p Tis 1+T18

Figur 2.16: Blokkdiagram for prosess med aktuatordynamikk og dynamisk tilbakekobling
for aktuator som wviser at integralvirkning oppnas som folge av den dynamiske tilbake-
koblingen.
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Kapittel 3

Hydrauliske servomekanismer

3.1 Innledning

Hydrauliske motorer brukes i mange anvendelser pa grunn av den hgye ytelsen hydr-
auliske motorer har i forhold til vekten av motoren. Det har veert vanlig a anta at en
hydraulisk motor kan ha 10 ganger hgyere ytelse enn en elektrisk motor med samme
vekt. Hydrauliske motorer kan dessuten brukes i eksplosjonsfarlige omgivelser, og er
egnet i krevende miljg som i sjgvann og innen luft- og romfart.

En ulempe med hydrauliske motorer er at de krever et hydraulisk aggregat, og dette
gjor at minimumsprisen pa et hydraulisk motorsystem blir relativt hgy sammenlignet
med f.eks. et elektrisk system.

3.2 Grunnlag i oljehydraulikk

I hydrauliske systemer overfgres energi ved stromning av veeske under trykk. Denne
vaesken kan ikke regnes som inkompressibel, hvilket vil si at tettheten p varierer med
trykket p. Sammenhengen mellom tetthet og trykk er gitt av tilstandsligningen for
vaesken som pa differensiell form skrives

op dp
dp = (=—)rd —),dT 3.1
hvor p er trykk og T er temperatur. Det er vanlig a anta isoterme forhold, og man kan
derfor se bort fra siste ledd i tilstandsligningen. Videre innfgres vaeskens bulkmodul g
definert ved

Op
— (2 2
B P(ap)T (3.2)
Av lign. (3.1) og (3.2) fas sammenhengen
. P .
= — 3-3
=3P (3:3)

Vi kan na sette opp massebalansen for en kompressibel vaeske under isoterme forhold.
Massebalansen for et volum V' er gitt av

d
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hvor w;,, og w,; er massestrgm henholdsvis inn og ut av volumet V. Produktregelen
for derivasjon gir

hvor ¢, 0g q.: er volumstrgm inn og ut av volumet. Ved a sette inn tilstandsligningen
(3.3) fas massebalansen
|
g
Ettersom det er sma klaringer i hydraulisk utstyr, vil lekkasjestrgmmen veere tilnaer-
met laminger. Dette betyr at lekkasjestrommen vil vaere proporsjonal med trykkfallet

og kan skrives
Qerk, = CAp (3.7)

der qexi er lekkasjestrgmmen, C' er en proporsjonalitetsfaktor og Ap er trykkforskjellen.

Tradisjonelt har man brukt britiske maleenheter innen oljehydraulikk, og man ma
derfor regne med a finne enheter som psi (pounds per square inch) i tabeller for kom-
ponenter. Her konstateres at

e 1 bar = 10° Pa
e 1 atm = 1.01325-10° Pa

e 1 psi = 1 pound/inch? 9.81 N/kg (39.37 inch/m)? /(2.20462 pound/kg) = 6897
Pa = 0.068 bar

e 1 Pa=1N/m?

3.3 Ventilstyrt hydraulisk motor

3.3.1 Modell av motor

En dynamisk modell for en hydraulisk motor kan utvikles fra massebalanse for veesken
i motoren, og en momentbalanse for motorakslingen.

En hydraulisk motor av typen vingemotor er vist i figur 3.1. Dette er en motor med
begrenset vandring siden vingen som skiller de to kamrene ikke kan passere innlgp eller
utlgp. Det finnes ogsa hydrauliske motorer med kontinuerlig vandring. Den dynamiske
modellen blir den samme.

Det ma benyttes to massebalanser: En for innstrgmningskammeret og en for re-
turkammeret;:

. {7

Vi+ Elpl =q — Cim(p1 — p2) — Cempr (3.8)
W
Vot —=D2 = —q2 — Cim(pQ - Pl) - Cemp2 (3-9)

B

Cim er koeflisienten for intern lekkasje i motoren, dvs. lekkasje fra innstremningskammer
til returkammer. C,, er koeffisienten for ekstern lekkasje i motoren, dvs. lekkasje ut av
motoren. For enkelhets skyld antas det at den eksterne lekkasjekoeffisienten er lik for
begge kamre. [ er bulkmodulen, og V; og V5, er volumet i henholdsvis innstrgmnings-
og returkammer.
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Figur 3.1: Hydraulisk motor

En viktig storrelse er deplasement-strgmningen gitt av
Vi = Vs = Dy (3.10)

hvor w,, er motorens vinkelhastighet og D,, er volumendring pr. radian for kamrene.
Deplasement-strgmningen er saledes strgmning som oppstar ved at motorakslingen
roterer. Volumene kan uttrykkes

Vi = Vi + Dyt Vo = Vo — Dy (3.11)

hvor 6,, er motorvinkelen. Ved a subtrahere den andre massebalansen fra den forste
fremkommer

V . . Dmem . .
2D wm + EO(M —p9)+ T(pl +p2) = q1 +q2 — 2Cim(p1 — p2) — Cem (p1 —p2) (3.12)

For a beskrive motoren snarere enn de to kamrene hver for seg innfgres totalvolumet

V= Vi+V, =2V, (3.13)
og gjennomsnittlig stremning
%z%@+@) (3.14)
Videre innfgres lasttrykket
pr = (p1 — p2) (3.15)

som er det drivende trykk i motoren. Det antas videre at motoren styres ved bruk av
en servoventil. I sa fall gjelder

P1+ D2 = Ds (3.16)
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hvor p, er forsyningstrykket som er konstant. Dette medfgrer at
p1+p2=0 (3.17)
Ved a sette inn disse uttrykkene i lign. (3.12) far vi massebalansen for motoren:

Z_tpL = _CtmpL - mem + qr, (318)
B
hvor Cy,,, = Ci + %C’em er lekkasjekoeffisienten.
For a fa en fullstendig modell ma vi ogsa utvikle momentbalansen for motoraksl-
ingen. Momentet fra motoren er
T = D,pL (3.19)

hvor D,, er deplasementet til motoren. Denne ligningen er rotasjonsutgaven av kraft
er lik areal ganger trykk. Den kan dessuten verifiseres ved a sette opp ligningene for
mekanisk og hydraulisk effekt pa motoren. For en friksjonsfri motor uten lekkasjer er
mekanisk effekt ut pa akslingen lik tilfgrt hydraulisk effekt:

Twm = pl‘/l - p2‘/2 - pLmem (320)

som gir lign. (3.19).
Momentbalansen for motorakslingen er

Jom, =T — Ty (3.21)
hvor J; er motorens treghetsmoment, og 77, er lastmomentet. Ved a sette inn for 7' fas

3.3.2 Servoventiler

En hydraulisk motor styres ved hjelp av en servoventil eller en pumpe. Styring med
servoventil gir den beste dynamiske ytelsen og er den vanligste lgsningen for servomeka-
nismer, mens styring med pumpe gir hgyere virkningsgrad og benyttes i systemer hvor
effektutnyttelse er viktig. Pumpestyrte hydrauliske motorer er beskrevet i kapittel 3.4.

De viktigste typene ventiler i servoteknikken er sleideventiler, plate-dyse ventiler og
jet-ventiler. For styring av hydrauliske motorer brukes nesten utelukkende sleideven-
tiler, mens jet-ventiler og plate-dyseventiler brukes i visse tilfeller pga. god robusthet
overfor forurensninger i oljen og god funksjon (men stort effekttap) omkring nullpo-
sisjonen. Plate-dyseventiler brukes vanligvis som fgrste trinn i en to-trinns servoventil
hvor en sleideventil utgjgr andretrinnet. En typisk totrinns servoventil og motor er vist
i figur 3.2.

En sleideventil karakteriseres ved stempelets lengde i forhold til portapningen. Hvis
styrestempelet har samme lengde som portapningen, sier man at ventilen har null
overdekning. Hvis styrestempelet er lengre enn portapningen sier man at ventilen har
positiv overdekning, mens i motsatt fall har den negativ overdekning. Volumstrgm
som en funksjon av ventilutslag er vist i figur 3.3. Det er vanligvis gunstig med null
overdekning, men tilgjengelige ventiler vil vanligvis ha en viss grad av positiv eller nega-
tiv overdekning. Positiv overdekning gir samme effekt som et dgdband, og kan resultere
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Figur 3.2: Servoventil og motor

i stasjoneert avvik i en servomekanisme, mens negativ overdekning gir hgy forsterkning
omkring null sleideposisjon og kan gi grensesvingninger.

Sammenhengen mellom trykk, sleideposisjon og volumstrgm gjennom en sleideventil
kan finnes av kontinuitetsligningen og Bernoullis ligning og skrives:

2= Cawr [ (0, — sl o) (32
hvor
C; = utlgpskoeffisient
Ty = sleideposisjon
wx, = strgmningsareal ved hver portapning
Ds = forsyningstrykk
pr = p1—pe= lasttrykk

Trykk-stromningskurver som gitt av lign. (3.23) er vist pa dimensjonslgs form i

figur 3.4. Normalisert strgmning q; /Cqwx,m+/ps/p er plottet som funksjon av normalis-
ert lasttrykk pr/ps med normalisert sleideposisjon x,/x,,, som parameter. Kvadrant 2
og 4 er bare mulig i transienter som kan oppsta pga. lastens dynamikk. Diagrammet
gir inntrykk av at det er en meget komplisert sammenheng mellom trykk, stremning og
sleideposisjon. Det er imidlertid vanlig a dimensjonere et hydraulisk system slik at last-
trykket py, er begrenset av |pp| < %ps, og i dette omradet er trykk-strgmningskurvene
tilnsermet linesere. I arbeid med regulatordesign for hydrauliske systemer kan man der-
for i de aller fleste tilfeller betrakte systemet som linesert. Dette kommer klart frem
hvis man i stedet for trykk/strgmningskurvene plotter volumstrgmmen som funksjon
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Figur 3.3: Volumstrom gjennom en sleideventil som funksjon av sleideposisjon for ulik
grad av overdekning i ventilen.

av sleideapningen x, med trykket som parameter, slik det er vist i figur 3.5. Det er
sveert vanskelig og lite tilradelig a bruke den ulinesere modellen for a forbedre ytelse
uten a risikere problemer med stabilitet.

Ventilkarakteristikken gitt av lign. (3.23) kan lineariseres:

qr = Kz, — Kopy, (3.24)
hvor lineariseringskonstantene er
0 1
K, = 8§Z = de\/;(ps —sgn(z,)pr) (3.25)
0g
o Oa _ Cawzn/(1/p)(p, — sen(w,)pr) 3.26)
o 2(ps — sgn(wo)pr) '

Ved linearisering om nullpunktet ¢, = 0, p, = 0 og x, = 0 fas

K= Caw, |2 (3.27)

p

Ky =0 (3.28)

Det viser seg at konstantene K,y og K. er ventilparameterne som er avgjgrende i
stabilitetsanalysen av motor og ventil. K, er lett a finne ettersom Cy er gitt for
en vaeske, og w er gradienten til portapningen. Noe av grunnen til at ventilstyrte
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Figur 3.4: Trykk-stromningskurver for en servoventil. Normalisert stromning er plottet
som funksjon av normalisert lasttrykk med normalisert sleideposisjon som parameter.

hydrauliske motorer har robust stabilitet, er nettopp at systemets stabilitet avhenger
av denne parameteren som er enkel a beregne.

Det er vanlig a konstruere hydrauliske servomekanismer slik at lasttrykket har ab-
soluttverdi mindre enn to tredjedeler av forsyningstrykket under maksimal belastning.
I sa fall gjelder

2
Pl <3pe = 05TTKy < K, < 129Ky (3.29)

hvilket vil si at K, ligger mellom 0.577Ky og 1.29K,y. Hvis absoluttverdien av last-
trykket tillates a bli like stort som forsyningstrykket, vil K, ligge mellom 0 og V2K, 0 ~
141K .

Den beregnede verdien for K, er for liten i forhold til det man finner i praktiske
ventiler. En mer realistisk verdi for K. fas ved a sette sleiden i nullstilling (x, = 0)
og male lekkasjestrommen gexx som en funksjon av lasttrykket py. Stromnings/trykk-
koeffisienten Ky finnes da som K.y = qiexr/pr- En typisk sammenheng mellom lekkas-
jestrgm og sleideposisjon er vist i figur 3.6.
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Figur 3.5: Normalisert stromning som funksjon av normalisert sleideposisjon med last-
trykket som parameter plottet for pp/ps = 0 (heltrukken linje), pr/ps = 2/3 (stiplet
linje) og pr/ps = —2/3 (punktert linje). Sa lenge |pp/ps| < 2/3, er stromningskurven
mellom den stiplede og den punkterte linjen.

3.3.3 Ventilstyrt motor

En dynamisk modell for en ventilstyrt motor fas dermed ved a sette den lineariserte
ventilkarakteristikken lign. (3.24) inn i massebalansen lign. (3.18) hvilket gir

Vi .

@pL _KcepL - mem + qu‘v (330)
Jiwm = —Bpwm + Dypr — 17, (3.31)
0= wpn (3.32)

hvor K.. = K.+ C}, er lekkasjekoeffisienten for motor og ventil, B,, er koeffisienten
for viskgs friksjon, mens 6 er motorvinkelen. Blokkdiagrammet er vist i figur 3.7.
Laplacetransformasjon av modellen gir

0(s) = ’ixv(S) Ce(l ‘745 SITLE) (3.33)
5[4‘/5“]3 2 (KceJt fé"gfl)s (1 BmKCe>] .
Bm

Her er vanligvis Zzfee < 1, 0og modellen kan skrives

Ky

f(s) = 2=

) = B (Lt )T (o)
0+ 26+ 2) .
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Figur 3.6: Normalisert lekkasjestrom som funksjon av normalisert sleideposisjon for
typisk servoventil.

Figur 3.7: Blokkdiagram for hydraulisk motor.

hvor
K, [8J, B, [V,
¢y = Dee [Be , Ve
D, \ V. 4D, \ BJ,
0g
2 4BD2,
LA

wy, er den hydrauliske resonansfrekvensen, mens (;, er hydraulikkens relative demp-
ing.
Transferfunksjonen for systemet fra padrag til vinkel er

P Ky
—(s) = Dom ; (3.35)
Lo S(1+ 2G5+ 37)

Transferfunksjonen er vist i Bodediagrammet i figur 3.8 for K,/D,, = 40, w, = 400
rad/s og ¢, = 0.1. Transferfunksjonen fra lastmomentet, som er en forstyrrelse, til
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Figur 3.8: Frekvensrespons fra ventilpadrag x,(s) til motorvinkel 0(s).

vinkelen er

4 —522(1 + B )
—(s) = " = (3.36)
TL 8<1+2Chﬂ+g>

Transferfunksjonen i lign. (3.35) er den vanlige formen som brukes i analyse av ven-
tilstyrte motorer, og det er derfor viktig a underspgke parameterne i transferfunksjonen.

Transferfunksjonen inneholder en ren integrasjon, hvilket betyr at motorhastigheten
er proporsjonal med padraget z,, for langsomtvarierende padrag hvor (1+2Chwih+%) ~ 1
og den hydrauliske resonansen ikke blir eksitert.

Forsterkningen K,/D,, er ventilens strgmningskonstant K, dividert med deplase-
mentet D,,. Deplasementet bestemmes meget ngyaktig for en motor, slik at vari-
asjoner i forsterkningen skyldes utelukkende variasjoner i ventilens strgmningskonstant.
Hvis motorsystemet konstrueres slik at |pr| < %ps under maksimum belastning, vil
strgmningskonstanten kunne reduseres med en faktor \/p, — pr//ps og variere mellom
57.7 % og 129 % av verdien i nullpunktet. Dette er ikke alvorlig for stabilitetsmarginene
i systemet selv om forsterkningsmarginen vil bli litt mindre.

Parameteren wy, er den hydrauliske resonansfrekvensen som skyldes samspillet mel-
lom treghetsmomentet og elastisiteten i oljen. Den hydrauliske resonansfrekvensen be-
grenser bandbredden i hydrauliske servomekanismer, og er en viktig konstruksjonspa-
rameter. Hvis man gnsker hurtig respons i systemet ma wj, veere stor. Resonansfrek-
vensen wy, er gitt av 8, D,, og J;. Parameterne J; og seerlig D,,, kan bestemmes meget
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ngyaktig, mens bulkmodulen 5 er noe mer usikker. Imidlertid viser det seg at hvis den
hydrauliske motoren har normal driftstemperatur sa vil ogsa kompressibiliteten holde
seg konstant. En verdi pa 8 = 7.0-10% Pa (= 10° psi) anbefales i [24] og ble brukt med
gode resultater for de hydrauliske Trallfa-robotene.

Den relative dempingen (;, kan vanligvis tilnsermes med

o Kce BJt
(= Dm,/vt (3.37)

Videre viser det seg at lekkasjen i ventilen dominerer over lekkasjen i motoren, slik
at K. ~ K, er en god tilngerming. For en hydraulisk robot hvor like ventiler brukes
for alle motorene betyr dette at det er tilstrekkelig a finne lekkasjekonstanten til ven-
tilen. Denne finnes ved a sette fullt lasttrykk pa ventilen og male oljestrommen i et
passende tidsintervall, f.eks. ett minutt, med et maleglass. Parameterne som bestemmer
dempingen (j, varierer lite unntatt lekkasjekonstanten K. som varierer kraftig med slei-
deutslaget. Lekkasjekonstanten er minst for null sleideutslag, og dette gir den laveste
relative dempingen som vanligvis er 0.1 < (; < 0.5. Nar sleiden apnes og hastigheten
av motoren gker blir K, vesentlig stgrre, og den relative dempingen kan bli stgrre enn
1. Hvis regulatoren utvikles for den minste relative dempingen som opptrer ved null
sleideutslag, vil imidlertid systemet fa forbedret stabilitetsmargin nar (j gker. Dette
betyr at variasjoner i relativ demping ikke forer til stabilitetsproblemer.
Transferfunksjonen fra lastmomentet 77, til vinkelen 6 som er gitt av lign. (3.36)
har et nullpunkt i 46K../V;. Hvis man bruker tilnsermelsen for ¢, gitt i lign. (3.37) fas

ABK e
=2 3.38
v Chton (3.38)
som gir transferfunksjonen
0 AR
_<S) - s s2 (339)
17, S(1+2ChE+E)

Eksempel 3.1 Knekkfrekvensen til nullpunktet i transferfunksjonen i (3.39) er 2¢,wy,
som er av samme stgrrelsesorden som den hydrauliske resonansfrekvensen wy. En typisk
verdi for den relative dempingen kan veere (;, = 0.2, og da er knekkfrekvensen til null-
punktet lik 0.4wy,. ]

3.3.4 Ventilstyrt arbeidssylinder

En arbeidssylinder er en hydraulisk motor som gir lineser bevegelse. Den dynamiske
modellen for en ventilstyrt arbeidssylinder er meget lik modellen for en ventilstyrt
hydraulisk motor. Massebalansen er i dette tilfellet

Vi .

@pL = _CtppL - Apj:‘p + qr (340)

hvor z, er stempelets posisjon, Cy, er lekkasjekonstanten til arbeidssylinderen og A, er
arealet av stempelet. Kraften fra arbeidssylinderen er

F=Ap, (3.41)
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Kraftbalansen for stempelet er dermed

mt:i’p = —Bpjj‘p + AppL — FL

hvor
m; = massen av stempel og last
B, = koeffisient for viskgs friksjon
F; = kraft som virker fra lasten

Den Laplacetransformerte modellen blir

Bago(s) — Bee (1 + 2a—s) Fi(s)

2(s) = A, A2 18K ce
’ s(1+262 + %)
hvor
g _ Kce Bmt + Bp %
"V v T aa\ Bm,
og ;
PR
4 Vimy

3.4 Pumpestyrt hydraulisk motor

servomekanismer

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

Pumpestyrte hydrauliske motorer foretrekkes i anvendelser som krever stor effekt etter-
som virkningsgraden i denne type system er opptil 90 %. Dette er vesentlig mer enn
for ventilstyrte motorer. Responsen i denne type system er imidlertid relativt langsom.

En pumpestyrt hydraulisk motor er vist i figur 3.9. Denne type motor kalles gjerne et
hydraulisk gir. En pumpe med variabelt deplasement drives av en motor med konstant
effekt. Pumpens innstrgmnings og returrgr er direkte koblet til en hydraulisk motor med
konstant deplasement. Hastighet og rotasjonsretning av denne motoren kan dermed

styres ved a variere pumpens deplasement.

Deplasementet til pumpen varieres ved hjelp av et stag, og en liten elektrohydraulisk

servo brukes for a posisjonere staget.

Figur 3.9: Pumpestyrt hydraulisk motor

I utledningen av en dynamisk modell for en pumpestyrt hydraulisk motor er det
vanlig a anta at det er drivende trykk bare i innstrgmningskammeret til motoren, mens
returkammeret har et lite etterforsyningstrykk p,, som skal gi et visst minimumstrykk
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for a fylle etter for olje som lekker ut. Massebalansen for innstrgmningskammeret kan
da skrives

Vo .
Eopl = —Dpwpy, + Dpw, — C; (pl - pr) - Cez)pl - Cim(pl - pr) — Cemp1 (3'46)

hvor
D, = deplasement av pumpen
D,, = deplasement av motor
w, = pumpens vinkelhastighet (antatt a veere konstant)
Wn motorens vinkelhastighet
Vo = gjennomsnittlig volum av hgytrykksdel
D1 = drivende trykk pa hgytrykksiden
Dr etterforsyningstrykk
15} bulkmodul
Cip = koeffisient for intern lekkasje i pumpen
Cim = koeffisient for intern lekkasje i motor
Cep = koeffisient for ekstern lekkasje fra pumpen
Cemn = koeffisient for ekstern lekkasje fra motoren

Deplasementet til pumpen er gitt av

D, =k,¢ (3.47)
hvor
¢ = stagets vinkel
k, = 0D,/0¢ (deplasementets gradient mhp. padraget ¢)
Uttrykket for deplasementet settes inn i massebalansen:
Vo .
Epl - _mem - Ctpl + Citpr + kpwp¢ (348)

hvor Cy = Cyp 4 Cip, 0g Cp = Cyp + Cep + Coppr.

Momentbalansen er gitt av
Jiwm = —Bpwm + Dinp1 — Dopr — 11, (3.49)

hvor J; = J,, + Jy, er treghetsmoment av motor og last, B,, er koeffisienten for viskgs
friksjon og T}, er lastmomentet.

For den videre analyse antas etterforsyningstrykket a veere konstant. Den Laplace-
transformerte modellen blir

kpwp t
o 5 (5) — o (1+ 2 5)T (s)

o(s) = 2 . 3.50
) S+ 202+ 2) (350

hvor

Co [BJy  Bum | Vo
_ PI . Bm | Yo 51
%= 5D, V7V, T 2D, \ B (3:51)
og
2

wy = 5D, (3.52)

Vo
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Av denne modellen finner man de to transferfunksjonene

9 kpwp
D
~(s) = m _ 3.53
(25( ) 8<1+2Chw_sh+z_i) ( )
(¢}
© _ G (14 Y
A W A <3 (3.54)
TL 8<1+2<hwih + Z—i)

Transferfunksjonene for en pumpestyrt hydraulisk motor har ngyaktig samme form
som for en ventilstyrt motor. De vesentligste forskjellene er:

e Den hydrauliske resonansfrekvensen er lavere ettersom det bare er ett kammer
som er aktivt hvilket gir en reduksjon med en faktor 1/4/2. Dessuten inkluderer
kammervolumet Vj rér og pumpens hgytrykkside og er derfor stgrre enn for en
ventilstyrt motor.

e Forsterkningen k,w,/D,, kan bestemmes ngyaktig og varierer sveert lite.

e Den relative dempingen avhenger av lekkasjen til motor og pumpe, men denne
lekkasjen er vesentlig mindre enn for en servoventil, og dessuten er lekkasjen mye
mindre enn for en ventilstyrt motor. Dette betyr at dempingen varierer sveert
lite, og dessuten at den naturlige dempingen er liten. Ofte introduseres ekstra
lekkasje i etterforsyningen for a oppna en tilstrekkelig demping.

3.5 Elektrohydrauliske servomekanismer

En elektrohydraulisk servomekanisme bestar av en elektrohydraulisk servoventil, en
hydraulisk motor eller arbeidsylinder og et hydraulisk aggregat. I tillegg har servo-
mekanismen maleutstyr, elektronikk for sammenkobling og en regulator.

3.5.1 Forsyningstrykk

Forsyningstrykket til servomekanismen har stor innflytelse pa systemets ytelse. Faktorer
som influerer pa valg av forsyningstrykk er:

1. Det er mange grunner for a velge et hgyt forsyningstrykk. Effekten er produktet
av trykk og volumstrgmning. Hvis forsyningstrykket gkes, kan en gnsket effekt
oppnas med mindre volumstrgmning. Dette betyr at man kan bruke mindre
pumper, ventiler og oljereservoar, og tynnere rgr kan brukes, slik at totalvekten
av det hydrauliske systemet kan reduseres. Dette gjelder imidlertid bare opp
til omkring 280 bar (4000 psi). Okes forsyningstrykket ytterligere vil kravet til
materialstyrke resultere i gkt vekt for systemet.

2. Det er ogsa grunner for a begrense forsyningstrykket. Lekkasjene gker med forsyn-
ingstrykket og oljetemperaturen gker. Dette betyr at det stilles hgyere krav til
de mekaniske toleransene, og dette fgrer til dyrere komponenter. Akustisk stoy
tiltar ogsa med trykket. Slitasjen pa komponentene blir stgrre.

Pa bakgrunn av dette er det vanlig a velge et forsyningstrykk pa
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e 35-140 bar (500-2000 psi) for industrielle systemer

e 210280 bar (3000—4000 psi) for fly pga. vektreduksjon
ABB Trallfa Robot benytter 70 bar forsyningstrykk for sine industriroboter.

3.5.2 Virkningsgrad med servoventil

For dimensjonering av elektrohydrauliske servomekanismer er det interessant a un-
dersgke virkningsgraden av en ventilstyrt motor. Vi tar utgangspunkt i en servoventil
med karakteristikk

1 T,
qr = dexv\/; (ps pr) (3.55)

|2,

For enkelhets skyld antar vi at sleideapningen x,, er positiv. Effekten overfgrt til lasten
er da

P =prq;, = Cqwz, Zéps(zl) 1 Pr (3.56)

P Ds Ds

som er vist i figur 3.10. Effekten er null for p;, = p, ettersom volumstrgmmen er null i
dette tilfellet. Effekten er ogsa null for p;, = 0. I mellom disse punktene ligger maksimal
effekt. Ved a derivere uttrykket for effekten med hensyn pa lasttrykket fas at maksimal

effekt oppnas for

2
Z 3.57
3P (3.57)

Dette betyr maksimal effektoverforing til lasten oppnas nar trykket over lasten er to
tredjedeler av forsyningstrykket. I dette tilfelle er virkningsgraden

brL =

P 2
last _ _ prLqr _Z (3.58)

Pgenerert PsqL 3

7]:

Na har imidlertid p;, absoluttverdi som er mindre enn %ps det meste av tiden, slik at
den praktiske virkningsgraden er vesentlig lavere.

3.5.3 Elektrohydraulisk servoventil

Elektrohydrauliske servoventiler er kommersielt tilgjengelige i ulike kvaliteter og stgr-
relser. For servomekanismer brukes totrinns servoventiler der fgrste trinn gjerne er en
plate-dyse ventil som posisjonerer andre trinn, som er en sleideventil. De viktigste krav
til en servoventil er:

1. Ventilen ma veere dimensjonert for maksimum strgmning som er forventet.
2. Strgmningen qg, bgr veere tilstrekkelig linezer. Dette oppnas hvis overdekningen er

liten slik at man unngar ulinesere effekter som stasjonzert avvik, som opptrer ved
positiv overdekning, eller grensesvingninger, som opptrer ved negativ overdekning.

3. Lekkasjen ma ikke veere for stor siden dette gir effekttap og sterre folsomhet for
forstyrrelser i servoen.

4. Servoventilens bandbredde bgr veere hgyere enn den hydrauliske resonansfrek-
vensen, slik at ikke ventilen begrenser totalsystemets bandbredde.

Vanlige elektrohydrauliske servoventiler har en bandbredde pa 50-100 Hz (314-628
rad/s).
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Figur 3.10: Virkningsgrad for ventilstyrt motor som funksjon av normalisert lasttrykk
pL/Ds.

3.6 Elektrohydraulisk posisjonsservo

3.6.1 Transferfunksjoner

Den vanligste elektrohydrauliske servomekanisme er posisjonsservoen. Det viser seg
at det er meget enkelt a utvikle en god posisjonsservo for en ventilstyrt hydraulisk
motor. I de aller fleste anvendelser vil en P-regulator veere den beste lgsningen, og det
resulterende systemet har hgy ytelse og samtidig en seerdeles god robusthet, hvilket
betyr at systemet er stabilt med god ytelse selv om systemets parametere varierer, eller
systemet utsettes for forstyrrelser.

Padraget til systemet er strgmsignalet 7, inn pa servoventilen. Malingen er motorens
vinkel # som males med resolver, kodeskive eller potensiometer.

Transferfunksjonen til servoventilen er

‘/EU KS

W S O O D0 20 2 (3.59)

2
wo

hvor K (m/A) er servoventilens forsterkning. Knekkfrekvensene w; og wy skyldes tids-
konstanten i ventilens fgrste trinn og den induktive tidskonstanten L/R i servoventilens
elektriske momentmotor. Svingesystemet med resonansfrekvens wy skyldes resonans fra
masse/fjeer-systemet i momentmotoren. Av disse faktorene er knekkfrekvensen ved w;
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den dominerende for de fleste servoventiler ettersom w; vanligvis er mindre enn wy og
wo-
Modellen til motoren er

Kq ce t
=27,(s) — Bee (1 + 4B‘I/<CES)TL(S)

O(s) = Lo Di. : 3.60
( ) S(1+2Chwi—|—j—2) ( )
h h
3.6.2 Posisjonsregulering
En P-regulator
iy = K,(0)—0) (3.61)
benyttes for posisjonsregulering. Her er 6, posisjonsreferensen til motoren.
Slgyfetransferfunksjonen blir
K,
ho(S) - s s s 52 s 52 (362)
s(U+ 20+ 51 +2605 + 21+ 205 + 5)

hvor forsterkningsfaktoren K, = K,K,K,/D,, er hastighetskonstanten til systemet.
Servoventilens dynamikk er vanligvis vesentlig raskere enn motordynamikken, og dette
betyr at slgyfetransferfunksjonen kan forenkles til

s(1 4202 + =)

3
“h

ho(s) (3.63)

Bodediagrammet til ho(s) er vist i figur 3.11.

Denne slgyfetransferfunksjonen har en form som er meget vanlig innen servotek-
nikken. For det fgrste inneholder hy(s) en ren integrasjon som er transformasjonen fra
vinkelhastighet til vinkel. Systemet er altsa av type 1 hvor slgyfeforsterkningen gar
mot uendelig for lave frekvenser, og dette resulterer i null stasjoneert avvik for kon-
stant referanse 6. Videre har den asymptotiske amplitudekurven en vinkelkoeffisient
—1 for w < wy, hvor wy, er den hydrauliske resonansfrekvensen. Anta at kryssfrekvensen
oppfyller w. < wy. Av Bodediagrammet ser man at dette resulterer i sammenhengen

K, ~ w, (3.64)

Bakgrunnen for betegnelsen hastighetskonstant for K, er som fglger: Anta at refer-
ansen er en rampe 6y(t) = vot hvor vy er gnsket hastighet og ¢ er tiden. Fra sluttverdi-
teoremet eller ved figurbetraktning finner man da at det stasjonsere avvik blir

e(t) = bo(t) — 0(t) = vo/ K, (3.65)

hvilket betyr at stasjoneert avvik ved en rampe pa referansen er referansehastigheten
dividert pa hastighetskonstanten. Av lign. (3.64) ser man at hastighetskonstanten er
tilneermet lik det lukkede systems bandbredde. Dette betyr at hvis bandbredden til
systemet er begrenset av den hydrauliske resonansen, sa er ogsa hastighetskonstanten
begrenset, og systemets avvik ved fglging av en rampe er direkte gitt av bandbredden
gjennom lign. (3.64) og (3.65).
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NO FILE: /us47/oe/tex/servo/matlab/hydrPreg.eps

Figur 3.11: Frekvensrespons |ho(jw)| for posisjonssloyfe med P-regulator. Hastighets-
konstanten er K, = 40, relativ demping er (, = 0.1, mens resonansfrekvensen er
wWhp = 400.

For a undersgke forsterkningsmarginen til systemet konstaterer vi fgrst at wigg = wy,.

Dette sees av
K, K,

joon(1 + 26,8 + Teby 20
h

ho(jwn) =

som apenbart gir en fase pa —180°. Anta at kryssfrekvensen w. er mindre enn den
hydrauliske resonansfrekvensen wy. Ettersom fasen til hy er monotont avtagende, vil
det alltid veere en fasemargin i systemet. Stabilitet oppnas da hvis systemet har en
forsterkningsmargin hvilket vil si at |hg(jwiso)| < 1 (= 0dB). Dette er oppfylt for

Kv < 2Chwh (366)

som er en fundamental designregel for hydrauliske posisjonsservoer. Denne stabilitets-
betingelsen kan ogsa finnes ved bruk av algebraiske stabilitetsbetingelser som Rouths
kriterium. Vanlige verdier for den relative dempingen er omkring 0.1 til 0.2 hvilket
betyr at hastighetskonstanten er begrenset til 20-40 % av den hydrauliske resonans-
frekvensen. Resultatet er videre interessant ettersom det ogsa viser at kryssfrekvensen
w., som ofte oppfattes som bandbredden til systemet, er tilnsermet lik hastighetskon-
stanten. Dette betyr at bandbredden i en elektrohydraulisk posisjonsservo vil vanligvis
veere begrenset til 20-40 % av den hydrauliske resonansfrekvensen.
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En interessant sammenheng som fas av lign. (3.38) er
46KC€
Vi

Denne ligningen viser at begrensningen pa hastighetskonstanten er bestemt av para-
meterne 3 som er bulkmodulen, K. som hovedsakelig er gitt av ventillekkasjen og V;
som er oljevolumet i motor, rgr og ventil. Kompressibiliteten er gitt av oljen og kan
vanligvis ikke endres. K. kan endres ved a gke lekkasjen i systemet. Dette gir imid-
lertid effekttap, og motorens fglsomhet overfor lastforstyrrelser gker kraftig. Dette er
vanligvis ikke gnskelig ettersom de negative effektene av en gkning i lekkasje vanligvis
er langt alvorligere enn den positive effekten man far pga. gkt bandbredde. Dette betyr
at for hgykvalitets elektrohydrauliske posisjonsservoer er det oljevolumet som er den
avgjgrende designparameter med hensyn pa oppnaelig bandbredde og hastighetskon-
stant. Dette ser man f.eks. for hydrauliske industriroboter hvor man gjerne bruker lik
servoventil for alle motorene. Den raskeste leddservoen blir da den som har det minste
oljevolumet. Av dette kan man bli forledet til a tro at man kan oppna en hvilken som
helst bandbredde ved a redusere oljevolumet. Dette er imidlertid ikke mulig ettersom
motorens moment er gitt av T' = D,,pr,, og oljevolumet i motoren er proporsjonalt med
D,,. En reduksjon i oljevolumet vil medfgre en reduksjon i deplasementet D,,, hvilket
gir lavere maksimalt moment fra motoren. Dette problemet kan omgas ved a bruke et
gir. Spesifisert moment kan da oppnas med et mindre oljevolum. Vanligvis gnsker man
imidlertid a unnga bruk av gir i hydrauliske servomekanismer.

Kv < 2§hwh = (367)

3.6.3 Varierende treghetsmoment

En motor i en industrirobot vil ha varierende treghetsmoment av lasten. Effekten av
variasjoner i treghetsmomentet skal studeres i dette kapittelet.

Motorens totale treghetsmoment .J; er summen av motorens treghetsmoment og
lastens treghetsmoment. Motoren vil ha konstant treghetsmoment, mens lasten kan ha
varierende treghet. Dette betyr at J; kan variere. Motorens modell er gitt av

DLy (s) — B (1 4 3=9)TL(s)
0(s) = m - (3.68)
8(1 + QChwih + i_f%)
hvor
K. [BJ, Bn [V
¢y = Bee [BI B | Vi
Dy NV Vi 4Dy \ B
0og
2 4D,
"V

Her er wy, o \/JIt og ¢ o< v/J; hvis B,, = 0.} Dette betyr at produktet (ywy er
uavhengig av J;, og for en posisjonsservo med P-regulator er dermed

K
ho(j = .
|ho(jwiso)| e (3.69)

uavhengig av J;. Systemet har altsa konstant forsterkningsmargin nar treghetsmo-
mentet varierer, som er et meget overraskende resultat. Bodediagram for ulike verdier
av treghetsmomentet er vist i figur 3.12.

L¢ betyr proporsjonal med.
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Figur 3.12: Bodediagram av hydraulisk posisjonsservo for ulike verdier av treghetsmo-
mentet. Kurven er plottet for fire verdier av treghetsmomentet, og det er en faktor pa
fire mellom de ulike verdiene pa treghetsmomentet. Legg merke til at resonanstoppen er
like hoy for alle kurvene, hvilket betyr at forsterkningsmarginen er den samme.

Ved en sveert stor gkning i treghetsmomentet blir systemet sterkt overkritisk dempet,
og fasemarginen vil kunne bli liten.

3.6.4 Fglgeforhold
0

Folgeforholdet M(s) = g-(s) er interessant for a studere systemets evne til a folge en

posisjonsreferanse og for a studere innvirkningen av forstyrrelser og da seerlig innvirkn-
ingen av lastmomentet. Ut fra sloyfetransferfunksjonen i lign. (3.63) fas folgeforholdet

ho S 1
M) = 29 =TT ENER T e s e e A
hvor nevneren kan faktoriseres slik at
M(s) = ! 5 (3.71)
(1 5+ 26 + 37

Den vanlige situasjonen er at den relative hydrauliske dempingen (j er mindre enn 0.5,
og i dette tilfelle gjelder tilngermelsene wy, = K, wpe = wp 08 Cue = Cn — Ko/ (2wp,).
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Dette betyr at knekkfrekvensene til folgeforholdet er tilneermet lik kryssfrekvensen og
den hydrauliske resonansfrekvensen. Fglgeforholdet er vist i Bodediagram i figur 3.13
for K, = 40, w;, = 400 rad/s og ¢, = 0.1.

Figur 3.13: Fualgeforhold for elektrohydraulisk posisjonsservo

3 dB-punktet hvor amplituden av fglgeforholdet er —3 dB (= 0.707) er tilnsermet
ved wp &~ w,.. 3 dB-punktet defineres iblant som det lukkede systems bandbredde.
Det lukkede system har en resonans tilneermet ved wy,. =~ wy,.

Bandbredden i typiske elektrohydrauliske servomekanismer er 1-10 Hz som tilsvarer
6.28 — 62.8 rad/s.

3.6.5 Foglsomhet for lastmoment

Det lukkede systems fglsomhet for forstyrrelser i form av et lastmoment er gitt av
transferfunksjonen

0

T—(s) = hr, (s)N(s) (3.72)
L
hvor
ng 14+ g
hy, = o, (1 ¥ 351 ®) (3.73)

Cs(1+20,2 + %)

2
Wh
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er transferfunksjonen fra forstyrrelsen 77, til malingen 6 for det apne system, og

1
N(s) = —— 3.74
er systemets avviksforhold. Utregning gir
b y=- roog (L mr) (3.75)
T (1+§b)(1+2¢m§m+§) '
Na er knekkfrekvensene wy, og 45‘/% = 2(pwy, tilneermet like store, hvilket betyr at
0 K. 1
— (s) ~ — . 3.76
TL( ) Kngnl_'_QCncwinc"i_st ( )

som er tilneermet lik —K../(K,D?) for frekvenser opp til bandbredden. Dette betyr
at for forstyrrelser i frekvensomradet opp til bandbredden, er avviket i malingen 6
proporsjonalt med lastmomentet Ty,. Spesielt betyr dette at ved konstant lastmoment
Tp(t) = Tro oppstar et stasjongert avvik

Kce
_KUD,%LTLO

es = (3.77)
som er proporsjonalt med lekkasjen og inverst proporsjonalt med hastighetskonstanten
og kvadratet av deplasementet. Legg merke til at et stasjoneert avvik oppstar som
folge av en konstant forstyrrelse selv om slgyfetransferfunksjonen hg(s) inneholder en
ren integrasjon. Arsaken til at dette avviket ikke elimineres av integrasjonen er at
forstyrrelsen kommer inn via et summasjonspunkt fgr integrasjonen. Systemet er derfor
av type 0 med hensyn pa forstyrrelsen.

3.6.6 Lavpassfilter i posisjonsservo

I en elektrohydraulisk posisjonsservo som styres med en P-regulator vil fasemarginen
ofte veere vesentlig storre enn 45°, mens begrensningen pa kryssfrekvensens stgrrelse
skyldes kravet om en akseptabel forsterkningsmargin. Dette indikerer at det er mulig a
oke kryssfrekvensen ved a inkludere en tidskonstant, dvs. et lavpassfilter, i regulatoren.

Eksempel 3.2 Med wy, = 400 rad/s og ¢, = 0.1 og P-regulator h,(s) = K, oppnas
en forsterkningsmargin pa 6 dB med K, = (pw, = 40. Resulterende kryssfrekvens er
we = 40 rad/s. Dette gir

We

. 20 .
Zhy(jwe) = —m/2 — arctan —2% = —91

hvilket betyr at fasemarginen er sa stor som

P = 89°
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En regulator
1
he(s) = Ky————
1+Ts
kan veere hensiktsmessig a benytte hvis den relative demping er liten, f.eks. mindre enn
0.2. Tidskonstanten kan da legges i det geometriske middel mellom (,wy og wy. Dette

gir

(3.78)

1
T = Chwh (379)
Velges
1
K,=— 3.8
. (3.80)

kommer kryssfrekvensen omkring 1/7, og den resulterende fasemarginen blir litt stgrre
enn 45°, mens forsterkningsmarginen blir omkring 6 dB eller stgrre.

Eksempel 3.3 Et system med wy, = 100 rad/s styres med folgende to regulatorer:
1. En P-regulatoren med designregelen
Kv = Chwh (381)

som gir 6 dB fasemargin. Hvis (;, < 0.5 blir kryssfrekvensen w, = K, og fase-
marginen blir stgrre enn 45°.

2. En P-regulator og tidskonstant som gitt av lign. (3.78) med designregelen

Kv = % = Chwh (382)
Dette gir resultatene i tabellen.

| ¢ [0.00] 005 ] 0.1 [0.2]

we (rad/s) 1 5 10 | 20

Py 90° | 89.7° | 88.8° | 85°

AK; (dB) 6 6 6 6

weo (rad/s) 79 | 18 26 | 39

o 52° | b0° | 47° | 38°

AK, (dB) 23.3 | 133 | 88 | 4.7

|ho2(jwn)| (dB) 6 6.2 6.4 | 6.8

Her er w. kryssfrekvens med regulator 1, mens w. er kryssfrekvensen ved bruk
av regulator 2. Fasemargin, forsterkningsmargin og forsterkning ved wj, er gitt for
regulator 1 og 2. Det gar klart frem at for (;, < 0.1 gir introduksjon av en tidskonstant
i regulatoren gkt bandbredde med akseptable stabilitetsmarginer.

For sma (, er det mulig a gke bandbredden ytterligere. Eksempelvis er forsterk-
ningsmarginen ved (; = 0.01 sa stor som 23.3 dB. Dette vil imidlertid resultere i at
forsterkningen ved wy, vil kunne bli stgrre enn 0 dB. Dette kan gi for stor sensitivitet
for umodellerte fenomener og hgyfrekvent stgy.

Bodediagrammer for frekvensresponsen til slgyfetransferfunksjonen hy og fglgefor-
holdet M er vist i figur 3.14 og figur 3.15.

|
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Figur 3.14: Bodediagram for hg ved bruk av P-requlator (heltrukken linje) og P-regulator
og tidskonstant (stiplet linje) for w, = 100 rad/s og ¢, = 0.01.

3.6.7 Integralvirkning

Ved bruk av en P-regulator i en elektrohydraulisk posisjonsservo oppstar et stasjoneert
avvik ved fglging av en rampe, og dette avviket er lik hastigheten dividert med hastig-
hetskonstanten (lign. 3.65). I visse tilfeller vil man veere interessert i a redusere dette
avviket. Dette kan gjgres ved a innfgre integralvirkning.

Ren integralvirkning for denne type system er ikke gnskelig ettersom dette vil re-
sultere i en fase pa —180° ved lave frekvenser. Dette betyr at systemet blir betinget
stabilt, og dette kan gi problemer med grensesvingninger og ustabilitet ved store avvik.

Losningen er a bruke begrenset integralvirkning (lag-lead). Regulatoren er da

1+7T;s
he(s) = Kpﬁm (3.83)

hvor T; er integraltiden, og S er forholdet mellom polens og nullpunktets knekkfrek-
venser. Et typisk valg er § = 10. Bodediagram for en hydraulisk posisjonsservo med
begrenset integralvirkning er vist i figur 3.16 Med integralvirkningen fas en ny hastig-

hetskonstant K, = K, = fw.. Forsterkningen ved frekvenser under (87T;)~* gkes med
en faktor 3, og det stasjoneere avviket ved fglging av en rampe blir

e(t) = vo/ Kye (3.84)
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Figur 3.15: Bodediagram for falgeforholdet M ved bruk av P-regulator (heltrukken linje)
og P-regulator og tidskonstant (stiplet linje) for w, = 100 rad/s og ¢, = 0.01.

hvilket betyr at avviket reduseres med en faktor .

Man skal imidlertid veere forsiktig med a bruke integralvirkning, ogsa begrenset in-
tegralvirkning, i posisjonsservoer. Det er allerede nevnt at systemet blir betinget stabilt
med ren integralvirkning, og dette gir problemer i kombinasjon med ulingere effekter
som metning, dgdband og overdekning i servoventilen. Videre vil bruk av bade be-
grenset og ubegrenset integralvirkning ha en tendens til a gi en merkbar resonans i
fglgeforholdet omkring kryssfrekvensen, slik at hvis referansen inneholder frekvenskom-
ponenter omkring bandbredden vil systemet kunne ha betydelig oversving og kvaliteten
pa folgingen kan forverres betydelig i forhold til ren proporsjonalregulering. Med en
referanse som er en ren rampe med konstant hastighet, er det fornuftig a bruke en
begrenset integralvirkning. Hvis man imidlertid har en referanse som bestar av ramper
med ulik hastighet, vil integralvirkning resultere i betydelige oversving ved overgang
fra en rampe til en annen.

3.6.8 Elektrohydraulisk hastighetsservo

For de fleste motortyper og seerlig for elektriske motorer benyttes vanligvis en hastighets-
slgyfe som en intern slgyfe i en posisjonsservo. Hensikten med dette er a fa hgyere
kvalitet pa styringen ved a utnytte en hastighetsmaling til tilbakekobling. Dette er ikke
vanlig i elektrohydrauliske servomekanismer.
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Figur 3.16: Bodediagram av hydraulisk posisjonsservo med begrenset integralvirkning.

Det forekommer imidlertid at hastigheten er den primeere stgrrelse som man gnsker
a styre.
Transferfunksjonen for systemet er

1+20 = + %

p)
Wh

Y (s) (3.85)

by

og Bodediagrammet er vist i figur 3.17.

For a fa en akseptabel fase og forsterkningsmargin ma integralvirkning brukes og
kryssfrekvensen ma legges under wy. Dette gir akseptabel forsterkning ved lave frek-
venser, og god fase- og forsterkningsmargin. I dette tilfelle kan bade begrenset og
ubegrenset integralvirkning benyttes, unntatt hvis hastighetsslgyfen er en indre slgyfe
i en posisjonsservo. I dette tilfellet vil ubegrenset integralvirkning gi betinget stabilitet
i posisjonsslgyfen hvilket er ugnsket. Her skal begrenset integralvirkning studeres. En
god regulator er

o (3.86)

fir(5) = 1+7T,s

som gir slgyfetransferfunksjonen
Ky
(1+Tps)(1 4262 + =)

2
Wh

ho(s) = (3.87)
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Figur 3.17: Bodediagram av hastighetssloyfe uten requlator.

Forsterkningen ved lave frekvenser er Ky, og denne forsterkningen vil veere gitt av
spesifikasjonene pa servoen. Tidskonstanten T er da gitt av kryssfrekvensen

T, = (3.88)

wC
Slgyfetransferfunksjonen er vist i figur 3.18.

Det er ikke mulig a oppna gode resultater med P eller PD-regulering for denne
type prosess. Med P-regulator h,(s) = K, ma K, = K,K; velges mindre enn 1 for a
oppna fasemargin, og dette betyr at forsterkningen ved lave frekvenser er mindre enn
1. Dette vil i praksis si at tilbakekoblingen er sa svak at den ikke gir noen virkning.
Ut fra transferfunksjonen ser det ut til at en PD-regulator med kryssfrekvens w. > wy,
er en mulig lgsning. I praksis er ikke dette noen god lgsning ettersom en endring i wy,
vil gdelegge stabilitetsmarginene. Dessuten setter det for store krav til servoventilens
bandbredde som ma vere vesentlig storre enn kryssfrekvensen, som igjen ma veere
vesentlig stgrre enn den hydrauliske resonansfrekvensen, for at tilbakekoblingen skal ha
stor nok forsterkning ved lave frekvenser.

3.6.9 Trykktilbakekobling

Hvis et hydraulisk system har for liten relativ demping, kan dempingen forbedres ved
a benytte trykktilbakekobling. Dette kan implementeres som en indre slgyfe i en po-
sisjonsservo, eller trykket kan veere den primeere variabel som skal reguleres.
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Figur 3.18: Bodediagram av sloyfetransferfunksjon for hastighetssloyfe med begrenset
integralvirkning. Forsterkningen for lave frekvenser er valgt som Ky = 100

Trykket er gitt ved

lsw, (s) — p=Ti(s)

1+ 202 + 2

2
Wh

pr(s) = (3.89)

og Bodediagrammet er vist i figur 3.19.
Trykktilbakekobling brukes i to forskjellige tilfeller:

1. Et hydraulisk system kan benyttes for fast posisjonering av en last. Denne
type system har ikke ngdvendigvis noen posisjonsmaling og ingen posisjonstil-
bakekobling, og betraktes ikke som en posisjonsservo. Trykktilbakekobling be-
nyttes i denne type systemer for a redusere den hydrauliske resonansen. I dette
tilfelle benyttes en P-regulator

z,(t) = Kp(pro — pr) (3.90)

Forsterkningen K, er meget sterkt begrenset av ventilen i dette tilfelle siden kryss-
frekvensen ma veere mindre enn ventilens knekkfrekvens. Reduksjonen av reso-
nansen vil derfor veere relativt liten — kanskje en faktor pa 2 til 10.

2. Det kan veere interessant a bruke trykktilbakekobling i en indre slgyfe for derigjen-
nom a kunne styre motormomentet 7' = D,,py, slik at den hydrauliske motoren
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far en karakteristikk som ligner pa en strgmstyrt likestromsmotor [13]. Det er et
apent spgrsmal om dette er hensiktsmessig eller ikke, men regulatoren som ma
benyttes er en Pl-regulator

1+7T;s

hr(8> = Kp T‘S

(3.91)

hvor integraltiden ideelt velges omkring T; = wih Integralvirkningen ma inkluderes
for a fa en effektiv tilbakekobling ved lave frekvenser. Igjen er problemet at kryss-
frekvensen for trykkslgyfen ma veere mindre enn servoventilens knekkfrekvens, og
dette vil begrense forsterkningen og dermed kvaliteten av trykkslgyfen. I de aller
fleste elektrohydrauliske servomekanismer er parameterne valgt slik at den hydrau-
liske resonansfrekvensen ligger omkring en dekade under servoventilens knekkfrek-
vens, og dette betyr at det er vanskelig a implementere en virkelig god trykkslgyfe.

En proporsjonal trykktilbakekobling har samme virkning pa det hydrauliske sys-
temet som en gkning av lekkasjen. Dette gir stgrre relativ demping og mindre resonans,
mens fglsomheten for lastmomentet gker.

Utstrakt eksperimentering med bruk av trykktilbakekobling i indre slgyfe i en elek-
trohydraulisk posisjonsservo av god kvalitet har vist at det er mulig a doble bandbred-
den, men samtidig blir systemet vesentlig mer fglsomt for forstyrrelser fra lastmomentet.

Figur 3.19: Bodediagram av trykksloyfe uten regulator.
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3.7 MATLAB-eksempler

Transferfunksjonen i figur 3.8 genereres av kommandoene

k = 40; zeta=0.1; omega = 400; omega2 = omega*omega;
t = k*omega2;

n = [1 2xzeta*omega omega2 0] ;

w = logspace(0,3,500);

[mag,phase]=bode(t,n,w);

loglog(w,mag,’-’,[1 1000],[0.5 0.5],’-=?)
xlabel(’w’) ,hold on

plot ([0 3],[0 0]),ylabel(’amplitude’),hold off

Folgeforholdet i figur 3.13 er generert av

k = 40; zeta=0.1; omega = 400; omega2 = omega*omega;
t = [0 0 0 k*omega2];

n = [1 2xzeta*omega omega2 0] ;

w = logspace(0,3,500) ;

[mag,phase] =bode (t,t+n,w) ;

clg, subplot(211)

semilogx (w,20*logl0(mag),’-’,[1 1000],[0 0],’-")
grid,xlabel(’w’),ylabel (’amplitude(DdB)’)

if phase(1) > O, phase = phase-360;end

semilogx (w,phase,’-’,w,-90%ones(w),’~’)
grid,xlabel(’w’) ,ylabel(’fase’)

subplot(111);

Hastighetslgyfens transferfunksjon i figur 3.18 er generert av

k = 40; zeta=0.1; omega = 400; omega2 = omega*omega;
t = k*omega2;

n = [1 2xzeta*omega omega2];

t = 100*omega?2;

n = conv(n,[1/0.4 1]);
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w = logspace(-1,3,500);

[mag,phase] =bode(t,n,w);
loglog(w,mag) ,xlabel (’w’),ylabel (’amplitude’) ,hold on
loglog(w,ones(w))

loglog([0.1 11,[100 1001)
plot ([0 0],[-3 2])

w = logspace(logl0(0.4),10g10(400),500);
t = 100*0.4;
n = [10];

[mag,phase]l=bode(t,n,w);
loglog(w,mag)

w = logspace(log10(400),3,500);
t = k*omega?2;
n=1[1000];

[mag,phase] =bode(t,n,w);
loglog(w,mag) ,hold off

gtext(’0 dB’)
gtext(’ (-1)°)
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Kapittel 4

Rotkurvemetoden

4.1 Innledning

Ved analyse og design av regulatorer for linesere dynamiske systemer er det tre sentrale
begreper som ma undersgkes: Stabilitet, transiente egenskaper og stasjoneer ytelse av
det lukkede system. Stabilitet kan undersgkes med algebraiske kriterier som Rouths eller
Hurwitz kriterier. Frekvensanalytiske metoder som utnytter Bodediagram, Nichols-
diagram eller Nyquistdiagram er velegnet for a studere stabilitet og stasjoneer ytelse,
og til en viss grad transient respons.

De transiente egenskaper for et lukket system beskrives med stigetid, oversving,
relativ demping og innsvingningstid. Dette er parametre som er gitt av plasserin-
gen av polene til det lukkede systemet. Det er derfor interessant a kunne studere
polenes plassering som en funksjon av systemets parametre, og spesielt forsterkningens
innflytelse pa polplasseringen. En systematisk metode for dette er rotkurvemetoden
(10, 14, 22].

4.2 Rotkurver
Ytelsen til et folgesystem er beskrevet av folgeforholdet

ho(S)

=0 T T () (1)

hvor y(t) er systemets referanse, y(t) er malingen og hg(s) er systemets slgyfetransfer-
funksjon. Rottene til det karakteristiske polynomet 1 4 hg(s) bestemmer modiene i
systemets respons.

Rgttene finnes av

1+ ho(s) = 0 & ho(s) = —1 (4.2)

Slgyetransferfunksjonen er kompleks, og kan beskrives med absoluttverdi og fase. Lign-
ingen for rgttene kan derfor skrives

lho(s)| =1 og ho(s) = 180° £ k - 360° (4.3)
for k €{0,1,2,3,...}.

79
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ho(s) kan generelt skrives

K(s+2z1)(s+2)...(s4+ 2.)
(s4+p1)(s+p2)...(5+pn,)

ho(s) = (4.4)

hvor n, < n,.
Alternativt kan hg(s) skrives med like mange nullpunkter som poler pa formen

ho(s) = K(1+ )( )(1+i) (45)
oS P .
T 070 0
hvor forsterkningen er
= g4 e (4.6)
PiD2 - - - Pn,
0g
Y P B P s (4.7)
betegnes som nullpunkter i uendelig.
Her skal uttrykket i lign. (4.4) benyttes. Ligningene for rgttene kan skrives
K n
ho(s)] = [Klls +2ills + 2f - |s + 20| _ (48)
s+ palls +pof .- |s + pn, |
0g
Zho(s) = Z(s+z1)+4(s+20)+ ...+ 2(s+ 2.)
— Z(s+p1)—L(s+p2)— ... = Z(5+pn,)
= 180° £ k - 360° (4.9)

for £ € {0,1,2,3,...}. Ut fra disse ligningene kan rgttenes plassering i det komplekse
plan plottes som en funksjon av forsterkningen K. Kurvene som viser rgttenes posisjon
nar K varierer fra 0 til oo er systemets rotkurver med hensyn pa forsterkningen. Kur-
venes form finnes av ligningen for vinklene, mens lign. (4.6) gir verdien av K for et
punkt pa rotkurven som

|s +pil|s + pol .. - |5+ pn, |

|K| = (4.10)
Is 4+ z1||s + 2za| .. . |s + 2. |
Dette skal demonstreres for et andreordens system.
Eksempel 4.1 Gitt systemet
Ky
= — 4.11
) = Sl (1.11)

hvor a er reell og positiv. Systemet har regulatoren

u(t) = Kp(yo(t) — y(t)) (4.12)

Den resulterende slgyfetransferfunksjonen er
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hvor K = K, K,,. Systemets karakteristiske ligning er
K

1+h =1+——=0 4.14
+ ho(s) * s(s+a) (4.14)

mens det karakteristiske polynom er
q(s) =s* +as + K = s* +2Cwps +wi =0 (4.15)

som har raotter

51,2 = —ng + WO\/§2 -1 (416)

hvor wy = VK og ¢ = a/(2VK).

Ligningene for rgttene kan skrives

K
h = — | =1 4.1
ho(s)| = | (4.17)
som gir
|K| = |s||s + a (4.18)

Dette uttrykket har en geometrisk tolkning som er meget nyttig. Uttrykket |s| er
lengden av en vektor fra origo til punktet s i det komplekse plan, mens |s + a| er
lengden av en vektor fra —a til s.

Betingelsen pa fasen til hg(s) blir

Lho(s) = —2s — Z(s + a) = 180° % k - 360° (4.19)

for k € {0,1,2,...}. Denne betingelsen er oppfylt pa linjestykket mellom origo og —a,
og pa linjen s = —% 4 jw, w € (—o0,00). For K = a?/4 ligger begge polene i —a. For
K < a?/4 ligger polene pa den reelle akse mellom origo og —a, mens for K > a*/4 er
polene komplekskonjugert med realverdi —a/2. Rotkurvene er vist pa figur 4.1.

Rotkurvene finnes fra betingelsen pa fasen, mens forsterkningen for en spesiell pol
s finnes av K = |s1||s1 + al.

Det er ogsa mulig a finne rotkurvene nar K er konstant og a varierer. Det karak-
teristiske polynom

q(s)=8"+as+ K =0 (4.20)
divideres med s>+ K slik at parameteren a opptrer pa samme mate som K i lign. (4.14):
as
1 =0 4.21
AR (4.21)
Betingelsen pa absoluttverdien blir
als|
— =1 4.22
ST+ K (4.22)

mens fasen skal oppfylle
zs— 2(s+ jVEK) — £(s — jVK) = 180° £ k - 360° (4.23)

I dette tilfelle er det ikke fullt sa enkelt a finne rotkurvene, men det er klart at for a = 0
er polene 519 = £j VK, for a = 2¢/K er systemet kritisk dempet med sammenfallende
poleri sy, = —V/K. Nar a — oo ligger begge polene pa den reelle akse. Den ene gar til
origo, mens den andre gar til —oo. Kurven kan plottes med et egnet beregningsprogram
som f.eks. rlocus i MATLAB. Resultatet er vist i figur 4.2 for a > 0 og K = 2.

|
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Figur 4.1: Rotkurver for K > 0 for s* 4+ as + K = 0 plottet for a = 2.

4.3 Rotkurvemetoden

Dette kapittelet inneholder en systematisk presentasjon av rotkurvemetoden. Metoden
tar utgangspunkt i den karakteristiske ligningen

1+ ho(s) =0 (4.24)

Forste trinn i metoden er a formulere den karakteristiske ligningen slik at parameteren
K som skal varieres opptrer multiplikativt som i

1+ Kh(s) =0 (4.25)

hvor h(s) ikke er en funksjon av K.
Dernest faktoriseres h(s) i faktorer med poler og nullpunkt:

g LEICR (4.26)
[TiZ1(s + pi)
Rotkurvene fas nar polene plottes i det komplekse plan for
—o0o< K< (4.27)

Vanligvis er man interessert i rotkurvene for positive K.

4.3.1 Punkter hvor K =0

Teorem 4.1 Punkter pa rotkurvene som tilsvarer K = 0 er polene til h(s).
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Figur 4.2: Rotkurver for systemet s> +as+ K = 0 ndr a er positiv og varierer og K = 2

Dette vises ved a skrive om lign. (4.26) til

np

[I(s+p)+ K][(s+2)=0 (4.28)
i=1 i=1

som er systemets karakteristiske ligning. Hvis K = 0, er rgttene til den karakteristiske

ligningen lik p;, ¢ € {1,2,...,n,} som er polene til h(s). u

4.3.2 Punkter hvor K = +0

Teorem 4.2 Punkter pa rotkurvene som tilsvarer K = 400 er nullpunktene til h(s).

Dette vises ved a la K — +oo i den karakteristiske lign. (4.28). Rgttene til ligningen
blir da z;, i € {1,2,...,n,} som er nullpunktene til h(s), hvorav n, —n, er nullpunkter
i uendelig. [ |

En konsekvens av teorem 4.1 og 4.2 er:

Rotkurvene til den karakteristiske ligningen 1 + Kh(s) = 0 begynner i polene til
h(s) og slutter ved nullpunktene til h(s) nar K gar fra null til uendelig.

For de fleste systemer vil h(s) ha nullpunkter i uendelig, og i sa fall vil en eller flere
av rottene til den karakteristiske ligningen ga til uendelig nar K — oo.

4.3.3 Antall forgreninger av rotkurvene

En forgrening av rotkurvene er kurven for en av rgttene nar K varierer fra null til
uendelig.
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Teorem 4.3 Antall forgreninger av rotkurvene er lik ordenen pa det karakteristiske
polynom.

Dette ma veere oppfylt siden antall forgreninger er lik antall rgtter i den karakteristiske
ligningen. [ |

4.3.4 Symmetri av rotkurvene

Teorem 4.4 Anta at K gar fra —oo til +00. Rotkurvene vil da vaere symmetriske om
den reelle akse. Videre vil rotkurvene veere symmetriske med hensyn pa symmetriaksene
i pol- nullpunkt konfigurasjonen for h(s).

Det forutsettes at den karakteristiske ligning har reelle koeffisienter. Symmetrien om
den reelle akse er innlysende siden polene til A(s) ma veere reelle eller de ma fore-
komme i komplekskonjugerte par. Symmetrien om en vilkarlig symmetriakse i pol-
nullpunktkonfigurasjonen forklares som fglger: Hvis polene og nullpunktene til h(s) er
symmetriske med hensyn pa en annen akse i tillegg til den reelle akse, sa kan denne aksen
betraktes som om den var den reelle aksen til et nytt komplekst plan som fremkommer
ved en lineser transformasjon. [

Eksempel 4.2 Gitt den karakteristiske ligningen
s(s+1)(s+2)+ K =0 (4.29)

som overfgres til standard form

1 K =0 4.30
+s(s+1)(3+2)_ (4.30)

Rotkurvene for K € (—oo,+00) er vist i figur (4.3). Systemet har tre nullpunkter

i uendelig som er rgttene for K = +o0. For K = 0 ligger rgttene i s =0, s = —1 og
s = —2. Kurvene er symmetriske om den reelle akse og om aksen Re[s] = —1.

|

Eksempel 4.3 Hvis polene og nullpunktene til A(s) ligger symmetrisk med hensyn pa
et punkt i det komplekse plan, er rotkurvene for K € (—o00, +00) symmetriske om dette
punktet. Dette illustreres av rotkurvene for

s(s+2)(s*+25+2)+ K =0 (4.31)

som er vist i figur 4.4. Her er rotkurvene markert med punkter. Ved bruk av rlocus i
MATLAB under UNIX oppstar problemer med divisjon med null i symmetripunktet.
|
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Figur 4.3: Rotkurver for s(s+ 1)(s +2) + K = 0 nar K € (—o0,+00). Legg merke til
symmetrien om den reelle akse og aksen Re[s] = —1.

4.3.5 Asymptoter til rotkurvene

Hvis tellerpolynomet i h(s) har lavere orden enn nevnerpolynomet, har systemet null-
punkter i uendelig. Nar K — +o00, gar rotkurvene mot nullpunktene, og for systemer
med nullpunkter i uendelig vil dermed noen av forgreningene til rotkurvene ga til uende-
lig. Det er interessant a finne asymptotene for kurvene som gar til uendelig, dvs. nar
|s| — oo.

Anta at h(s) har tellerpolynom av orden n, og nevnerpolynom av orden n, hvor
n, —n, > 0. h(s) har i sa fall n, — n, nullpunkter i uendelig.

Teorem 4.5 Anta at n, > n,. For store verdier av |s| er rotkurvene for K € [0, +00)
asymptoter med vinkler relativt til den reelle akse gitt av

= Zht U (432)

Ny — Ny
for k € {0,1,2,...,n, —n, — 1}
Rotkurvene for K € (—oo, 0] har asymptoter med vinkler

2k

ny — N,

6, = (4.33)

for ke {1,2,...,n, —n, — 1}

Dette vises som fglger: Rotkurven finnes av ligningen for vinklene

Nz p

ZZ(S + Zi) — ZZ(S —i—pz) = (2]€ + 1)71' (434)

i=1 i=1
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Figur 4.4: Rotkurver for s(s+2)(s*+2s+2)+ K = 0 ndar K € (—o0, +0). Legg merke

til symmetrien om punktet s = —1.

hvor z;, i € {1,2,...,n,} er endelige nullpunkter. Nar |s| — oo vil
L(s+z;) — o, ie{l,2,...,n,}
L(s+pi) = o, ie{l,2,...,n,}

for endelige nullpunkter og poler. Dette gir
d(ny, —mn,) = 2k + 1)m

Asymptotene ma ha vinkler 6, = ¢.

4.3.6 Skjeeringspunkt for asymptotene

Skjeeringspunktet mellom asymptotene kalles ofte for sentroiden.

(4.35)

(4.36)

(4.37)

Teorem 4.6 Anta at n, > n,, og betrakt rotkurvene for K € (—oo, +00). Da gjelder

1. Skjeeringspunktet mellom de n, — n, asymptotene til rotkurvene ligger pa den

reelle akse i det komplekse plan.

2. Skjeeringspunktet mellom asymptotene er gitt av

n
Sz % — 2l D
Ny — Ny

g =

(4.38)
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Punkt 1 folger av symmetriegenskapene til rotkurvene med hensyn pa den reelle akse.
Punkt 2 kan vises ved a betrakte den karakteristiske ligningen 1 + Kh(s) = 0 for
store verdier av |s|. Ligningen kan da tilngermes med

Nz

1+ K =1+K

S
s™p gMp—MNz

=0 (4.39)

Denne tilnsermingen er apenbart for grov siden den indikerer at sentroiden ligger i origo.
En bedre tilneerming av den karakteristiske ligningen er

1
1+ K——— =0 4.40
LR PE— (4.40)

som tilsvarer en sentroide i s = o.
Sentroiden finnes av

[T (s +2) e §" 4 b, 18"+ + by

14+ K= =1+ =0 4.41
[1:24(s + pi) 8§ + Ay, 18"+ .+ ag (4.41)
hvor det er greit a verifisere at
Tz p
bnz—l = ZZZ og anp_l = sz (442)
i=1 i=1
Ved lang divisjon av teller med nevner fas
1+ K ! =0 (4.43)
W P '
hvor bare de to forste leddene i s er tatt med. Lign. (4.40) kan skrives
1 1
1+ K—=1+k =0 (4.44)
(s — o)mw—n= sz — (n, —n,)osr =1
Sammenligning mellom de to ligningene viser at
Uny—1 — bn.—1 = —(np —n.)0 (4.45)
som er ekvivalent med lign. (4.38). |

4.3.7 Rotkurver pa den reelle akse

Teorem 4.7

1. Ethvert punkt pa den reelle akse ligger pa en av forgreningene til rotkurvene for
K € (—00,+0).

2. Rotkurver for K € [0, +00) som ligger pa den reelle akse ligger til venstre for et
ulike antall poler og nullpunkter.

3. Rotkurver for K € (—o0,0] som ligger pa den reelle akse ligger til venstre for et
like antall poler og nullpunkter.
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Dette vises ut fra fglgende observasjoner:

e For ethvert punkt pa den reelle akse er vinkelbidraget fra et komplekskonjugert
pol- eller nullpunktpar lik null.

e Poler og nullpunkter til venstre for et punkt pa den reelle akse gir null vinkel-
bidrag.

e Nullpunkter og poler til hgyre for for et punkt pa den imagingere akse gir hver et
vinkelbidrag pa henholdsvis +180° og —180°.

Fra dette fglger teoremet. [ |

Eksempel 4.4 Gitt et system med slgyfetransferfunksjon

1+0.5s

ho(s) = K 0 959)

(4.46)
hvor rotkurvene skal finnes nar K varierer fra null til uendelig. Den karakteristiske
ligningen er
s+ 2
s(s+4)

hvor k = 2K og det apne systemet har poler i 0 og —4 og nullpunkter i —2 og —o0.

Kriteriet pa fasen tilsier at den delen av rotkurvene som er pa den reelle akse er
mellom 0 og —2 og fra —4 til —oo. Siden begge disse linjestykkene begynner i en pol og
ender i et nullpunkt er det klart at disse linjestykkene utgjor rotkurvene for systemet
for K € [0, +00). Dette er vist i figur 4.5.

=0 (4.47)

4.3.8 Retning ut fra en pol og inn til et nullpunkt

Retningen til rotkurvene ut fra en pol og inn til et nullpunkt kan beregnes fra kravet
pa vinklene (lign. 4.9). For et punkt s; like ved en pol s = —p; vil vinkelbidragene fra
alle de andre nullpunktene og polene veere tilnsermet lik vinklene for vektorene fra disse
nullpunktene og polene til polen p;:

£(s1+ 2j) = L(—pi + %) (4.48)

Z(s1+p;) = Z(—pi + p;) (4.49)

hvor i # 7.
La 6 betegne vinkelen til rotkurvens tangent. Retningen 6 = /(s + p;) ut fra pol 4
finnes dermed av

Z 4(—pi + Zj) — Z 4(—pi —i—pj) — 0= (2]€ —+ 1)71' (450)
Jj=1 J=Llj#i

Tilsvarende finnes retningen 6 = Z(s+ z;) — 180° inn mot nullpunkt 7 a veere gitt av

Nz

Z Z(—Zi -+ Zj) +0— i Z(—Zi +pj) = 2km (451)

J=1g i=1
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Figur 4.5: Rotkurver for s(s +4) + k(s +2) = 0 for positive k.

Eksempel 4.5 Gitt den karakteristiske ligning

s+2
1+ K = 4.52
* s(s+3)(s?+2s+2) 0 (452)

hvor det apne system har poler i 0, —3 og —1 £ j1, og et nullpunkt i —2.
For skissering av rotkurvene for positive K skal vinkelen ut fra polen —1+ j1 finnes.
For et punkt pa rotkurven en infinitesimal forflytning fra polen er vinklene

+45° — 135° — 90° — 26.6° — § = 180° + k - 360° (4.53)

som gir § = —26.6°. Dette betyr at rotkurven forlater polen med en vinkel —26.6°.
Tilsvarende finnes vinkelen ut fra den komplekskonjugerte polen i —1 — j1 a veere
0 = 26.6°. Rotkurvene er vist i figur 4.6.

|
Eksempel 4.6 Gitt et system med slgyfetransferfunksjon
524+ 16
h =K——— 4.54
o(s) s(s? 4 25) ( )

som har poler i 0 og £55 og nullpunkter i +74. Dette er en typisk transferfunksjon
for en motor som driver en elastisk last hvor padrag er motormomentet og malingen er
motorakslingens vinkelhastighet. Rotkurvene sgkes for positive K.

En rotkurve ligger pa den reelle akse fra 0 til —oo siden dette er til venstre for tre
poler og to nullpunkt som er et ulike antall. De to siste forgreningene ma starte i de
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Figur 4.6: Rotkurver for s(s + 3)(s* +2s+2) + K(s+2) = 0 ndr K > 0.

komplekskonjugerte polene og slutte i de komplekskonjugerte nullpunktene. Det er da
viktig a bestemme vinkelen til rotkurvene ut fra polene og inn til nullpunktene.
For polen 55 er rotkurvens vinkel ut

90° + 90° — (90° + 90° + ) = (2k + 1)180° (4.55)

som gir 6 = 180° for k = —1.
For nullpunktet j4 er rotkurvens vinkel inn

90° 4 6 — (—90° 4 90° + 90°) = 2k180° (4.56)

som gir 6 = 0° for k = 0.

Dette betyr at de to komplekskonjugerte forgreningene av rotkurvene starter i 55
for K = 0, gar inn i venstre halvplan nar K gker, og ender i +j4 nar K — +oc.
Rotkurvene er plottet i figur 4.7 for positive K.

|

4.3.9 Skjeering mellom rotkurvene og den imaginaere akse

Verdien av K som gir skjeering mellom rotkurvene og den imagineere akse, finnes ved
bruk av Rouths kriterium.

4.3.10 Krysspunkter

Krysspunkter eller sadelpunkter pa rotkurvene er punkter som svarer til multiple
poler. Et typisk eksempel er to poler pa den reelle akse som mgtes i et krysspunkt og
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Figur 4.7: Rotkurver for s(s* 4+ 25) + K(s*> +16) = 0 og K > 0. Legg merke til at
systemet er stabilt for alle K > 0.

gar over i et komplekskonjugert polpar. Krysspunkter kan ogsa forekomme for hgyere
ordens rgtter. Krysspunkter utenfor den reelle akse ma forekomme i komplekskonjugerte
par.

Teorem 4.8 Gitt den karakteristiske ligningen 1 + Kh(s) = 0.
1. Anta |K| < co. Krysspunktene for rotkurvene ma da oppfylle ligningen

d 1

—[——1=0 4.57

7l i S)] (4.57)
2. Anta K # 0. Krysspunktene for rotkurvene ma da oppfylle ligningen

d

%h(s) =0 (4.58)
Dette vises som folger: h(s) skrives
Lt
h(s) () (4.59)
Dette gir p ; p
i) = iRt = n) ) (4.60)
0g
d 1 d d
Zh5) = ) ZoH(5) = H(s) (o) (4.61)
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Anta at |K| < oco. Anta videre at s; er et krysspunkt av orden ny > 1, hvilket vil si
at det er en rot av orden ny for den karakteristiske ligning. Den karakteristiske ligning
kan da faktoriseres som

n(s) + Kt(s) = (s —s1)™ (s — s2)(s — s3) ... (4.62)
Den deriverte i krysspunktet s = s; blir

d d
[%n(s) + th(s)k:ﬁ = [nr(s — 51)™ 'p(s)]s=sy = 0 (4.63)
hvor p(s) er et polynom i s. Innsetting av K = —n(s)/t(s) som alltid er oppfylt pa
rotkurven, gir

d n(s) d
- — L t(8)]sms, = 4.64
on(6) = G Gt =0 (4.64)
Siden K er antatt a veere endelig, er ¢(s) forskjellig fra null, og dermed fglger lign. (4.60).
Del 1 av teoremet er dermed vist.
Del 2 vises ved a anta K # 0 og betrakte ligningen

1
% +t(s) = g(s —51)™ (s — s2)(s —s3) ... (4.65)
Resultatet kan da vises analogt med utregningen over.
|

I forbindelse med punkt 1 i teoremet er det verdt a legge merke til at pa rotkurven
er K = —1/h(s).
Teoremet gir ngdvendige, men ikke tilstrekkelige betingelser. Mer spesifikt gjelder

1. Alle reelle lgsninger av lign. (4.57,4.58) er krysspunkter til rotkurvene for K €
(—o00, +00), siden hele den reelle akse bestar av rotkurver. Reelle lgsninger av
lign. (4.57,4.58) som ligger pa linjestykker som er til venstre for et ulike antall
nullpunkter og poler, er krysspunkter for rotkurver hvor K € [0, +00).

2. Komplekskonjugerte lgsninger av lign. (4.57,4.58) er krysspunkter for rotkurvene
hvis de ligger pa rotkurvene.

Vinkelen mellom de ulike rotkurvene i et krysspunkt er 180°/n hvor n er antall
rgtter som mates i krysspunktet.

Eksempel 4.7 Gitt et systemet

h = 4.
0(8) S(S + 2) ( 66)
som har karakteristisk ligning
s+4
1+ K =0 4.67
LR Py (4.67)

Rotkurvene skal skisseres for K € (—o0, +00).
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Det kan vises at den delen av rotkurvene som ikke er pa den reelle akse ligger pa en
sirkel i det komplekse plan. De to krysspunktene ligger begge pa den reelle akse, den
ene mellom 0 og —2 og den andre mellom —4 og —oo. Krysspunktene finnes av

dho(s) d s+4

ds  dss(s+2) -

(4.68)

som er oppfylt for
s +85+8=10 (4.69)

som gir krysspunktene s = —1.172 og s = —6.828. Rotkurvene er vist i figur 4.8.

Figur 4.8: Rotkurver for s(s +2) + K(s+4) =0 nar K € (—00, +00)

Eksempel 4.8 Gitt systemet

1

hols) = K S 5+ 9)

(4.70)

hvor rotkurvene skal skisseres for positive K. Systemet har poler i 0, —1 og —2, og tre
nullpunkter i uendelig. Rotkurvene starter for K’ = 0 i de tre polene. Pa den reelle akse
ma rotkurvene ligge til venstre for et ulike antall poler, og dette betyr at rotkurvene
pa den reelle akse ligger mellom 0 og —1 og mellom —2 og —oo. Rgttene som starter
i 0 og —1 gar mot hverandre, mgtes i et krysspunkt mellom 0 og —1, og gar over i et
komplekskonjugert par. I krysspunktet gjelder

d 1
dss(s+ 1)(s +2)

—0 (4.71)
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som er oppfylt nar
35 +65+2=0 (4.72)

Dette gir mulige krysspunkt i -0.4226 og -1.5774. Det sgkte krysspunktet er derfor i
s = —0.4226. Rotkurvene forlater den reelle akse med en vinkel £90°.

Asymptotene har vinkler

2k +1
g, — ZEt+Lm (4.73)
3
dvs. 60°, 180° og —60°.
Sentroiden ligger i
0—-1-2
c=——7""—"=-1 (4.74)
3
Pa bakgrunn av dette kan man skissere rotkurvene relativt ngyaktig, hvilket sees av
figur 4.3. [
Eksempel 4.9 Gitt systemet
ho(s) = K ! (4.75)
s) = .
° s(s+2)[(s +1)2 + 4]
som har poler i 0, —2 og i —1 4 j2. Krysspunktene er gitt av
d 2 3 2
—s(s+2)[(s+1)*+4] =4s°+125°+18s+ 10 =0 (4.76)

ds

Et rotlgserprogram som f.eks.
roots([4 12 18 10])

i MATLAB gir Igsningene s = —1 og s = —1 4 51.2247. Ut fra vinkelbetraktninger ser
man at linjen s = —1+ jw er en rotkurve for alle w, og lgsningene er derfor krysspunkter
for rotkurvene.
Asymptotene har vinkler +45° og —180° 4+ 45° siden systemet har fire nullpunkter
i uendelig. Sentroiden ligger i —1. Rotkurvene er vist i figur 4.9.
|

4.4 Introduksjon av poler og nullpunkter

I regulatordesign er det vanlig a introdusere poler og nullpunkter i slgyfetransfer-
funksjonen ved a innfere integral- eller derivatvirkning. Ved bruk av rotkurvemetoden
kan man fa bedre innsikt i hvilken virkning nye poler og nullpunkter har pa dynamikken
til det lukkede system, og hvilken effekt det har at poler og nullpunkter flyttes. Meto-
den er spesielt egnet for a oppna kvalitative resultater, men kan ogsa benyttes for a
bestemme parameterverdier.
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Figur 4.9: Rotkurver for s(s+2)[(s+1)?+4]+ K =0 for K € (—00,+00). Legg merke
til krysspunktene utenfor den reelle akse.

4.4.1 Introduksjon av poler

Vanligvis kan man anta for K € [0, 00) at:

e Hvis en pol i venstre halvplan introduseres i h(s), vil rotkurvene forskyves mot
hgyre halvplan.

Dette skal her demonstreres for et system med

1

hols) = Ks(s +a)’

a>0 (4.77)

Rottene til den karakteristiske ligning 1 + hg(s) for positive K starter i polene 0 og
—a. Linjestykket fra 0 til —a pa den reelle akse ligger til venstre for en pol og er derfor
inneholdt i rotkurvene. Et krysspunkt finnes for —a/2 enten ved figurbetraktning basert
pa vinkelbidrag, eller ved a sette

dho(s)  2s+a 0 se—

a
= — — 4.78
ds s2(s + a)? 2 (4.78)

Vinkelen ut fra krysspunktet er £90° for et andreordens system. Systemet har to
nullpunkter i uendelig. Asymptotene til systemet vil ha vinkel £90°, mens sentroiden
er i —a/2. Rotkurvene er vist i figur 4.10.

En pol introduseres i —b hvor b > a slik at

1
ho(s) = Ko s (4.79)
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Figur 4.10: Rotkurver for s(s +a) + K =0 for positive K.

Rotkurvene pa den reelle akse ligger da mellom 0 og —a og fra —b til —oo. Krysspunktet
pa den reelle akse forskyves mot hgyre. Rotkurvene er plottet i figur 4.11 for b = 2.

Eksempel 4.10 Med a = 1 fas fglgende krysspunkt

b ||0] 0.5 1 2 ) 10 00
ser || 0] —0.21 | —=0.33 | —0.42 | —0.47 | —0.49 | —0.5

Systemet har tre nullpunkter i uendelig, og asymptotene har vinklene £60° og 180°.
Sentroiden ligger i —(a + b)/3. For store K ligger to av forgreningene i det hgyre
halvplan og systemet er ustabilt. Den kritiske verdien for K hvor rotkurvene passerer
den imaginaere akse er Ky.; = (a + b)ab som finnes av Rouths kriterium.

Enda en pol introduseres i —c slik at

1
s(s+a)(s+b)(s+c)

ho(s) = K (4.80)

hvor 0 < a < b < ¢. Systemet har na fire nullpunkt i uendelig, og asymptotene har
vinkler +45° og 180° 4 45°. Pa den reelle akse ligger rotkurvene mellom 0 og —a og
mellom —b og —c. To forgreninger gar ogsa i dette tilfelle inn i hgyre halvplan, og
disse forgreningene er forskjgvet lenger mot hgyre enn for det tredjeordens systemet
som tilsvarer ¢ = 0o, og den kritiske verdien pa K blir redusert.

Rotkurvene er plottet i figur 4.12 for ¢ = 3 og K > 0.
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Figur 4.11: Rotkurver for et system med to poler i —1 og —2 og en integrasjon. For-
sterkningen K er positiv.

Eksempel 4.11 Et eksempel pa et system hvor rotkurvene ikke forskyves til hgyre ved
introduksjon av en pol i hgyre halvplan er systemet

1
ho(s) = ATETE w_0> (4.81)

hvor ¢ < 0.1.

Rotkurver er vist i figur 4.13 med og uten tidskonstanten for de samme verdier for
hastighetskonstanten. Hastighetskonstanten er forgvrig K, = Kw? uten tidskonstanten,
mens den er K, = Kaw med tidskonstanten i s = a. Det gar klart frem at med
tidskonstanten vil rotkurvene bli beyd av slik at de ligger lenger inn i venstre halvplan,
og stabilitetsgrensen pa hastighetskonstanten er stgrre.

|

4.4.2 Introduksjon av nullpunkt
Vanligvis kan man anta for K € [0, 00) at:

e Hvis et nullpunkt i venstre halvplan introduseres i h(s), vil rotkurvene forskyves
og bgyes mot venstre.

Et nullpunkt introduseres i systemet med

1
ho(s) = Km, a>0 (4.82)
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Figur 4.12: Rotkurver for positive K for et system med tre poler i —1, —2 og —3 og en
integrasjon.

slik at transferfunksjonen blir

s+b

ho(S) = Km

, b>a>0 (4.83)
Pa den reelle akse ligger rotkurvene for positive K i intervallet mellom 0 og —a og

fra —b til —oo. Utenfor den reelle akse ligger rotkurvene pa en sirkel med sentrum i
s = —b. Dette kan vises ved a betrakte rgttene

K K
31,2:_“2 i\/(“; )2 — Kb (4.84)

for den karakteristiske ligning. Nar rgttene er komplekse, er

|s + b = b* — ab (4.85)

hvilket finnes ved direkte utregning.
Krysspunktene finnes av
s% 4+ 2bs +ab =0 (4.86)

som finnes av (d/ds)hy(s) = 0.
Rotkurvene er vist i figur 4.14 for a = 1 og b = 2.

Eksempel 4.12 Anta at a = 1. Krysspunktene blir da

b 1 2 5 10 00
Ser1 |l =11 —0.59 | —0.53 | —0.51 | —0.5
Spra || —1 | —3.41 | —9.47 | —19.5 | —o0
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Figur 4.13: Rgtter for et system med en pol i origo og komplekskonjugerte poler i
—1045100 (markert med X) og for samme system med en pol i —31.6 i tilleqg (markert
med O). Rottene er vist for K, € {10,20,30,...,100} for begge systemene.

|
Hvis en pol og et nullpunkt introduseres i det opprinnelige system fas
s+ c
ho(s) = K 4.87
o(s) s(s+a)(s+b) (4.87)
Sentroiden for dette systemet ligger i
h—
g _2thzc +2 ¢ (4.88)

1. Anta at ¢ > a + b. Rotkurvene vil i dette tilfelle ga inn i hgyre halvplan. Dette
er vist i figur 4.15 for a = 1, b = 5 og ¢ = 10. Den kritiske forsterkningen Ky,
vil gke for avtagende c. Hvis ¢ — oo, vil ho(s) = Kc/s(s +a)(s+b).

2. Anta at ¢ < a+b. Rotkurvene vil da ligge i venstre halvplan og fglgelig er systemet
stabilt for alle K. Rotkurvene for a =1, b =5 og ¢ = 2 er vist i figur 4.16.

4.5 Hastighetsstyring

En strgmstyrt likestromsmotor har modellen

Joom(t) = Krpi(t) (4.89)
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Figur 4.14: Rotkurver for et system med en pol i —1, et nullpunkt i —2 og en pol i origo.
Forsterkningen K er positiv.

hvor J er treghetsmoment for motor og last, w,,(t) er vinkelhastighet av motoraksl-
ingen, Kr er motorens momentkonstant og i(¢) er ankerstrommen som er padraget.
For enkelhets skyld skaleres systemet ved a innfgre

u(t) = KiTi(t) (4.90)
som gir modellen
W (t) = u(t) (4.91)

En hastighetsslgyfe med proporsjonal tilbakekobling skal undersgkes forst. Regula-
toren er

ul(t) = Kaluo(t) — wn(t)] (4.92)

hvor K, er akselerasjonskonstanten og wy(t) er referansen.
Den karakteristiske ligning blir

s+ K,=0 (4.93)

og rotkurven starter i s = 0 for K, = 0, og gar langs den reelle akse til s = +oo for
K, = 4+00. Systemet er altsa stabilt for alle K,,.

En Pl-regulator
1+7T;s

iS

u(s) =K

[wo(s) — wm(s)] (4.94)

gir slgyfetransferfunksjon
s+a

52

ho(s) = K (4.95)
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Figur 4.15: Rotkurver for system med poler i 0, —1 og —5 og et nullpunkt i —10 for
positive K.

hvor a = 1/T;. Den karakteristisk ligningen blir
s+ K(s+a)=0 (4.96)

ho(s) har en dobbel pol i origo, et nullpunkt i s = —a og et nullpunkt i uendelig.
Rotkurvene ma starte i origo for K = 0, og de ender i nullpunktene for K = 4+00. Den
delen av rotkurvene som ligger pa den reelle akse ma ligge til venstre for et ulike antall
poler og nullpunkter, hvilket vil si mellom —a og —oco. Plotter man rotkurven ved bruk
av en programpakke som f.eks. MATLAB (se figur 4.17) ser man at den komplekse
delen av rotkurvene ser ut til a ligge pa en sirkel med sentrum i —a. Dette verifiseres
ved & beregne |s + al? for punktene

51,2 = —% + (%)2 — Ka (497)

utenfor den reelle akse:
K K
|s +al* = (a—§)2+Ka—(5)2:a2 (4.98)
hvilket betyr at utenfor den reelle akse ligger rotkurvene pa sirkelen |s + a|? = a® som
har sentrum i —a og radius a. I dette tilfelle er systemet stabilt for alle K > 0.
Krysspunktene forekommer ved K = 0 og K = 2a. Et kritisk dempet system

fas med K = 2/T; som betyr at knekkfrekvensen til Pl-regulatoren er en fjerdedel av
forsterkningen K.
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Figur 4.16: Rotkurver for positive K for et system med poler i 0, —1 og —5 og et
nullpunkt i —2.

4.6 Posisjonsstyring

En strgmstyrt likestromsmotor beskrives med modellen

1

Om(s) = ?u(s) (4.99)
hvor u er padraget.
En PD-regulator
(5) = KZ2%000(5) — O(s)] (4.100)
=R " '

benyttes. Her er derivattiden T, = 1/a, og filtertiden er Ty = 1/b. Slgyfetransferfunk-

sjonen blir
s+a

s2(s+)
Derivattiden settes konstant ved a velge a = 1, og rotkurvene for karakteristiske verdier

av b studeres.
Hvis b = oo, som tilsvarer ubegrenset derivasjon, fas

ho(s) = Kh(s) = K (4.101)

ho(s) = K224 (4.102)
s
hvor K = K/b. Rotkurvene bestar i dette tilfelle av en sirkel med sentrum i s = —a

og radius lik a. Pa den reelle akse ligger rotkurven til venstre for nullpunktet i —a.
Systemet har et nullpunkt i uendelig, og den eneste asymptoten gar langs den reelle
akse til —oo. Rotkurven er vist i figur 4.17.



4.6. Posisjonsstyring 103

Figur 4.17: Rotkurver for et system med hastighetsstyring ved bruk av Pl-requlator
plottet for a = 1.

Et vanlig valg for filtertiden vil veere b = 10. Systemet har to nullpunkter i uendelig,
og asymptotene har vinkel +90° med sentroide i —(10 — 1)/2 = —4.5. Krysspunktet
finnes av p . 4 (s + 10)

s7(s +
e e e G M/ 4.103
ds( h(s)) ds s+1 ( )

som er oppfylt for
(352 +20s)(s 4+ 1) — (s* +10s%) = 0

Lgsningen kan finnes i MATLAB ved
roots(conv([3 20 0],[1 1])-[1 10 O 0])

og er gitt ved 0, —2.5 og —4 som alle er pa rotkurven for K > 0. Rotkurven er vist i
figur 4.18.

En interessant kurve fas for b = 9. I dette tilfelle er sentroiden i —(9 —1)/2 = —4.
Krysspunkt finnes a veere 0 og —3 hvor —3 er et trippelpunkt. Rotkurven er vist i
figur 4.19.

En begrenset derivatvirkning gir et maksimalt positivt fasebidrag pa 45° hvis T; =
67%. Dette tilsvarer b = 6 i dette eksemplet. Sentroiden er i —2.5 i dette tilfelle, og det
eneste krysspunktet er i null (figur 4.20).
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Figur 4.18: Rotkurver for dobbelintegrator med derivasjon over en dekade, dvs. med
a=1 ogb=10.

Figur 4.19: Rotkurve for for dobbelintegrator med begrenset derivasjon hvor a = 1 og
b=9. Kurven har et trippelpunkt for K = 27.
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Figur 4.20: Rotkurve for for dobbelintegrator med begrenset derivasjon hvor a = 1 og
b=06.

4.7 MATLAB-eksempel

Rotkurven i figur 4.20 kan genereres i MATLAB med folgende kommandoer.

[11];
[1 6 00];

B
I

axis([-11 1 -6 6])
k = (0:1:100);
r = rlocus(t,n,k);

plot(r,’-’),xlabel(’Re’),ylabel(’Im’),grid,hold on

plot(-6,0,’x’
plot(-1,0,’0’
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Kapittel 5

Passivitet

5.1 Innledning

Et system har padrag u(t) og maling y(¢). Totalenergien i systemet antas a veere storre
eller lik null og betegnes V (), mens initiell energi i systemet betegnes V' (0). Systemet
sies da a veere passivt hvis energien V(T') ved tidspunkt 7' > 0 oppfyller

V(T) < V(0) + /0 Cyu)dt  for alle u(-) og alle T > 0 (5.1)

Siden V(T') > 0 for alle T > 0 sa er V(0) + [ y(t)u(t)dt > 0, hvilket betyr at en-
ergien som kan trekkes ut av systemet over padraget er mindre eller lik den initielle
energien lagret i systemet. I forbindelse med analyse og design av regulator er da
folgende observasjon viktig: Hvis fOT y(t)u(t)dt < 0, hvilket oppnas f.eks. med en P-
regulator u(t) = —K,y(t), sa V(T) < V(0), og totalenergien i det regulerte systemet
er dermed begrenset. Dette vil med et fornuftig valg av systembeskrivelse og energi-
funksjon V' (t) bety at systemet er stabilt. Vi kan altsa pavise stabilitet for et passivt
system med tilbakekobling ved bruk enkle energibetraktninger. Passivitet viser seg a
vaere meget nyttig i regulatoranalyse og -design for mekaniske systemer, og da seerlig
for systemer bestaende av dempere, masser og fjeerer og for distribuerte systemer som
elastiske mekaniske konstruksjoner og systemer med akustiske fenomener.

Legg merke til at det ikke er den fysiske prosessen i seg selv som er passiv, men
systemet med padrag u og maling y. Saledes kan en fysisk prosess med padrag u og to
ulike malinger y; og y, definere et passivt systemet nar u er padrag og y; er maling,
uten at systemet med samme padrag, men med maling y» ngdvendigvis er passivt.

I det fglgende presenteres passivitet pa en systematisk mate for generelle prosesser
beskrevet med transferfunksjoner. Deretter vil sentrale resultater for passive systemer
presenteres, og spesielt vil analyse av regulatorer og regulatorstrukturer for passive
systemer behandles.

5.2 Definisjoner
Stoffet i dette kapittelet er i hovedsak basert pa [9].
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Definisjon 5.1 Et system med padrag u(t) og maling y(t) er passivt hvis det eksisterer
en konstant [ slik at

T
/ y()u(t)dt > 5 for alle u og alle T'> 0 (5.2)
0

Her ma apenbart 5 < 0 siden ulikheten skal gjelde for alle padragsforlgp u og dermed
spesielt for padraget u(t) = 0 for alle t > 0, som gir [ y(t)u(t)dt =0 > 3.
Fglgende teorem gir mer innsikt i hva passivitet innebeerer.

Teorem 5.1 Anta at det eksisterer en kontinuerlig funksjon V' (¢) > 0, som betegnes
energifunksjonen, og at y(t)u(t) kan betraktes som tilfort effekt slik at

T
V(T)—-V(0) < / y(t)u(t)dt for alle u, alle V(0) og alle T" > 0 (5.3)
0

Da er systemet med padrag u(t) og maling y(¢) passivt.

Bevis: Siden V(T') > 0 er
T
| vutar = -v (o)
0

og lign. (5.2) er oppfylt med 5 = —V(0) < 0. [ |
Dette betyr at konstanten 3 som opptrer i definisjonen av passive systemer er relatert
til begynnelsesenergien til systemet.

Kommentar 5.1 Passivitet som definert her gjelder ogsa for ulineaere systemer. ®

Definisjon 5.2 Et system med padrag u(t) og maling y(t) er strengt passivt hvis
det eksisterer en konstant 5 og en konstant § > 0

T T
/ y(t)u(t)dt > 5+ 5/ u?(t)dt  for alle u og alle T > 0 (5.4)
0 0

Teorem 5.2 Anta at det eksisterer en kontinuerlig funksjon V' (¢) > 0 og en konstant
0 > 0 slik at

V(T) - V(0) < /0 Ly u(t)dt — 6 /0 L2t (5.5)

for alle u, alle V(0) og alle T" > 0. Da er systemet med padrag wu(t) og maling y(t)
strengt passivt.

Dette vises pa samme mate som teorem 5.1. |

Korollar 5.1 Gitt et system med padrag u(t) og maling y(¢). Anta at det eksisterer
en V(t) > 0 og en g(t) slik at [ g(t)dt > 0 for alle T > 0.
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1. Hvis
V(t) < y(tu(t) — g(t) (5.6)

for alle t > 0 og for alle padragsforlgp u, sa er systemet passivt.
2. Hvis det eksisterer en ¢ > 0 slik at
V(t) < y(t)u(t) — ou?(t) — g(t) (5.7)

for alle t > 0 og for alle padragsforlgp u, sa er systemet strengt passivt.

Bevis: Integrasjon av (5.6) og (2) over intervallet [0, T gir (5.3) og (5.5) siden [; g(t)dt >
0 for alle 7' > 0. Resultatet folger dermed av teorem 5.1 og 5.2. [ |

Her representerer g(t) effekttap i systemet, og betingelsen [ g(t)dt > 0 for alle
T > 0 betyr at systemet taper energi.

Definisjon 5.3 Et system med padrag u(t) og maling y(t) er y-strengt passivt hvis
det eksisterer en konstant S og en konstant § > 0

T T
/ y(u(t)dt >+ 5/ y*(t)dt  for alle u og alle T > 0 (5.8)
0 0

Under de samme betingelser som i pastand 5.1 vil

V() < y(t)u(t) — dy*(t) — g(t) (5.9)

implisere y-streng passivitet.
Passivitet defineres pa tilsvarende mate for multivariable systemer hvor det er like
mange padrag som malinger:

Definisjon 5.4 Et system med padragsvektor wu(t) og maling y(t) hvor u(t) og y(t)
er m-dimensjonale vektorer, er passivt hvis det eksisterer en konstant g slik at

T
/ y  (Hu(t)dt > 3 for alle u og alle T > 0 (5.10)
0
og strengt passivt hvis det i tillegg eksisterer en § > 0 slik at
T T
/ y (Hu(t)dt > B+ 5/ u' (t)u(t)dt for alle u og alle T > 0 (5.11)
0 0
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U1 Y1 U (51 Y1 Y

hl hl

Y

Y

Ug Yo Yo U2

h2 h2

Y
A

Figur 5.1: Parallellkobling og tilbakekoblet system

5.3 Sammenkobling av passive systemer

En nyttig egenskap med passive systemer er at en parallellkobling av passive systemer
er passiv, og at et system bestaende av et passivt system med et passivt system i
tilbakekoblingen er passivt. En parallellkobling og et tilbakekoblet system av to passive
prosesser hy og hs er vist i figur 5.1.

Anta at:

1. Det eksisterer kontinuerlige funksjoner V;(t) > 0 og Va(t) > 0.

2. Det eksisterer funksjoner g; og g, som oppfyller betingelsene [; gi(t)dt > 0 og
foT g2(t)dt > 0 for alle T > 0.

3. Det eksisterer konstanter d; > 0 og do > 0 slik at
Vi(t) < ma(t)ua(t) — S1ui (1) — ga(2) (5.12)
Va(t) < ya(t)us(t) — S2u5(t) — ga(1) (5.13)

hvilket vil si at begge systemene er passive ifslge teorem 5.1. 1 tillegg er system ¢
strengt passiv hvis ¢; > 0 for ¢ € {1, 2}.

For parallellkoblingen gjelder da

yu = (Y1 + y2)u = Y1u + You = y1u; + Yo (5.14)

Ved a addere (5.12) og (5.13) finner man da at det eksisterer en V=V, 4+ V2 > 0 og en
g = g1 + g2 slik at foT g(t)dt > 0 for alle T' > 0 og at

V() < y(t)u(t) — du?(t) — g(t) (5.15)

hvor § = d; + d2 > 0. Dette betyr at systemet med inngang u og utgang y er passivt
og i tillegg strengt passivt hvis §; > 0 eller d5 > 0.
For det tilbakekoblede systemet gjelder

Yyu = y1(u1 + yz) = Y1U1 + Y1Y2 = Y1u1 + U2y (5-16)

Ved a addere (5.12) og (5.13) finner man at det eksisterer da en V' =V, + V5 > 0 og en
g=g1+ g2+ 061 ] ud(t)dt slik at [ g(t)dt > 0 for alle T > 0 og at

V(1) < y(tyu(t) — day?(t) — g(1) (5.17)

Dette betyr at systemet med inngang u og utgang y er passivt og i tillegg y-strengt
passivt hvis d > 0.

Ved induksjon kan man pa samme mate vise at enhver kombinasjon av passive
systemer i parallellkobling eller i tilbakekoblet struktur som i figur 5.1 er passiv.
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5.4 Linesere systemer

Teorem 5.3 (Parsevals teorem)

| att it = o [~ atiop ()i (5.18)

— 00 — 00

hvor y* er den komplekskonjugerte av y.

Bevis: Gitt signalet z(¢). Den Fouriertransformerte av signalet er [29]*

2(jw) = / T (et (5.19)

—00

mens den inverse transformasjonen er

() = - /°° 2(jw)etdw (5.20)

T2

Innsetting av lign. (5.20) i lign. (5.18) gir

/ T ()t (£)dt = / - [2i / T r(jw)e )y () dt (5.21)

—00 —o0 4T J—o00

Ved a bytte om rekkefglgen pa integrasjonene fas

|7 atoy ! |7 e[ e ata (5.22)

—0o0 - % —00 —o
Her er - A - A
/ Yy (t)e'dt = | / y(t)e 7 dt]" = y* (jw) (5.23)
og teoremet folger derav. [ |

u(s) y(s)

—_— h(s) —

Figur 5.2: Lineert tidsinvariant system

En viktig egenskap for linesere passive systemer skal na presenteres:

Teorem 5.4 Gitt et linesert, tidsinvariant system med rasjonal transferfunksjon h(s)
definert ved
y(s) = h(s)u(s) (5.24)

Anta at alle polene til h(s) ligger i det apne venstre halvplan. Da gjelder:

1. Systemet er passivt < Re[h(jw)] > 0 for alle w.

1T lzerebgker i matematikk brukes ofte andre konvensjoner for Fouri_ertransformasjonspar. I [21]
brukes f.eks. f(z) = \/%_w 7. C(w)e™dw og C(w) = \/%_w [Z f(x)e"™*dz. Innen elektroteknikk
brukes definisjonen presentert her siden dette resulterer i tidssignalet og frekvensspekteret som
Fouriertransformasjonspar.
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2. Systemet er strengt passivt < Det fins en 6 > 0 slik at Re[h(jw)] > § > 0 for alle
w.

Bevis: For a kunne bruke Parsevals teorem, hvor integrasjonen er over ¢ € [0, c0) i mot-
setning til i definisjonen av passivitet hvor integrasjonen er over ¢ € [0, T], introduseres
den avkortede funksjonen

CJou(t) hist<T
ur(t) = { 0 ellers (5.25)

som er lik u(t) for alle ¢ mindre eller lik T, og deretter lik null. Den Fouriertransformerte
av ur(t), som betegnes ur(jw), benyttes i Parsevals teorem.
Anta at y(t) og u(t) er lik null for ¢ < 0. Da gjelder:

[ vt = [T youear = - ["yGoniGade 620

som fas av Parsevals teorem. Innsetting av y(jw) = h(jw)ur(jw) gir

[ ottt = 5 [ Gy (5.27)
hvor
(o )ur (joyus(jew) = {(Relh(jw)] + fm{h(w)]}ur(w) 2 (5.28)

Re|:] betegner realdelen og Im[-] betegner imaginaerdelen. Venstresiden av (5.27) er
reell, og dette betyr at imaginaerdelen av hgyresiden er lik null?>. Dermed gjelder

[ uttyy(eyit = o [ RelnGo)jur () (5.20)
Anta at Re[h(jw)] > d > 0 for alle w. Da er
/0 Lyt > % [ O:o lup(jo)[2dw = & /0 L (bt (5.30)

hvor likheten kommer som en fglge av Parsevals teorem. Systemet er dermed passivt
og i tillegg strengt passivt hvis § > 0.
Anta sa at systemet er passivt. Det eksisterer da en § > 0 slik at

/OTy(t)u(t)dt > B+ 5/0T u?(t)dt (5.31)

hvor § = 0 for et passivt system, mens ¢ > 0 for et strengt passivt system. Anta at
padraget er u(t) = coswyt for en vilkarlig wy. Med passende initialbetingelser er da

y(t) = [h(jwo)| coslwot + 2h(juw,)]
og det fglger at

T T
/ y(u(t)dt = / |h(jw)| coswot coswot + Zh(jw,)]dt
0
= / (Jwo)| cos[£h(jw,)]dt
+3 / (Jwo)| cos[2wot + £h(jw,)|dt

= 5/ Re[h(jw,)]dt + = 5 / h(jwg)| cos[2wot + 2h(jw,)]dt
0

2Dette stemmer forgvrig med det generelle resultatet at Im[h(jw)] = —Im[h(—jw)].
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hvor identiteten 2cosx cosy = cos(z — y) + cos(z + y) er brukt. I siste linje vil det
forste integralet dominere for store T, og vi far

T T
/ y(®u(t)dt - FRelh(jwg)]  nir T — oo (5.32)
0
Videre finner vi at
5/ t)dt = 5/ cos? wotdt — 5 nar 7' — oo (5.33)

Anta at Re[h(jwy)] < d. Da vil

/O t)dt — / t)dt — (Re[h(jwo)] ~8) = —o0 (5.34)

nar T — oo. Dette strider mot ligning (5.31), og siden wq er vilkarlig ma vi ha
Re[h(jw)] > ¢ for alle w. Bare hvis delen er dermed vist for passive systemer ved
a anta 0 = 0, og for strengt passive systemer ved a anta § > 0. [

Kommentar 5.2 En transferfunksjon h(s) er rasjonal hvis den er forholdet mellom
to polynomer i den komplekse variabel s, dvs. hvis den kan skrives pa formen

Q(s)
R(s)

h(s) = (5.35)

hvor Q(s) og R(s) er polynomer i s. Et eksempel pa en transferfunksjon som ikke er
rasjonal er h(s) = tanhs som forekommer i forbindelse med systemer beskrevet med
partielle differensialligninger. [ |

Eksempel 5.1 Legg merke til at Re[h(jw)] > 0 ikke er en tilstrekkelig betingelse for
at det skal eksistere en § > 0 slik at Re[h(jwo)] > d > 0 for alle w. Et eksempel pa
dette er

1
hi(s) = [ 75 (5.36)
Vi finner at Re[h;(jw)] > 0 for alle w siden
1 1 wT
hi(jw) = = —J 5.37
WU9) = 15507 “Tr @i s @i (5:37)

Det fins imidlertid ingen § > 0 slik at Re[h(jwy)] > 6 > 0 for alle w. For en vilkarlig
0 > 0 vil nemlig

1
Relh; (jw)] = 15 (T <4 forallew > £,/152 (5.38)

Dette betyr at hi(s) ikke er strengt passiv. |
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Eksempel 5.2 Gitt prosessen

s+c

S P )

(5.39)

hvor a, b og c er positive konstanter. Vi finner at

Jjw—+c
(Jw + a)(jw +b)
(¢ + jw)(a — jw)(b — jw)
(@ + A0 + )
abc + w?(a+ b — ¢) + jlw(ab — ac — be) — w?

B (a2 + w?)(b® + w?) (5.40)

ha(jw)

Det fremgar at

1. Hvis ¢ < a+b, sa er Re[hy(jw)] > 0 for alle w. Siden Re[hy(jw)] — 0 nar w — oo,
sa er ikke ho(s) strengt passiv.

2. Hvis ¢ > a+0, er ikke hy(s) passiv siden Re[hs(jw)] < 0 for w > \/abc/(c —a—"0).

|
Eksempel 5.3 Prosessene
hs(s) =1+4+T's (5.41)
1+ T1$
h = Ty < T 42
4(8) 1_'_ T2S’ 1 < 12 (5 )
er strengt passive siden
Relhs(jw)] =1 (5.43)
og
X 1 + w2T1T2 T1
Relh = 5.44
e[ 4(]W)] ]_+((UT2)2 <T27 ] ( )
|

I stedet for a karakterisere linezere, passive systemer med alle polene er i det apne
venstre halvplan ved realdelen til transferfunksjonen, kan det veere nyttig a uttrykke
samme betingelse ved fasen til transferfunksjonen:

e Systemet er passivt < |Zh(jw)| < 90° for alle w

e Systemet er strengt passivt = |Zh(jw)| < 90° for alle w

Legg merke til at |Zh(jw)| < 90° for alle w bare er en ngdvendig betingelse for streng
passivitet. Det fins ikke en tilstrekkelig betingelse pa fasen til hA(jw) for streng passivitet.
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Figur 5.3: Passive elektriske enporter

Eksempel 5.4 En elektrisk enport med motstander, spoler og kondensatorer er passiv
nar spenning inn pa kretsen er padrag og strom inn pa kretsen er maling, eller strgm
er padrag og spenning er maling.

I figur 5.3 er ulike passive enporter vist. Padrag er spenning inn pa systemet, mens
maling er strgm inn pa systemet. Transferfunksjonene er saledes admittanser, som er
inverse impedanser. Krets 1 er en kondensator, krets 2 er en motstand i parallell med
en kondensator, krets 3 er en motstand i serie med en spole og en kondensator, mens
krets 4 er en motstand i serie med en parallellkobling av en spole, en kondensator og
en motstand. Transferfunksjonene er:

hi(s) = Cs (5.45)
h(s) = %(1 + RCs) (5.46)
C's
= 4
ha(s) = T Res + LOs? (5.47)
14+ Ls+ LOs?
ha(s) = —— LT RS T ROS (5.48)

T Ril+ (& +L)s+ LOS?

Systemene 1, 2, 3 og 4 er passive siden de har alle polene i det apne venstre halvplan,
og Relh;(jw)] > 0 for alle w og i € {1,2,3,4}. Systemene har fase |£h;(jw)| < 90°. I
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tillegg er system 2 strengt passivt siden Re[hy(jw)] = 1/R > 0 for alle w. For system 4

finner vi at
1 (1 —w?a)?*+ w?be

Ry (1 — w?a)? + w22
hvora =LC,b=LR ' ogc=L(R;'+ R™). Sidenb<cerb™ —c!>0o0g

(1 — w?a)? + w?bc _b %(1 —w?a)? + wic L (3 = H(1 - w?a)? . b (5.50)
(1 —w?a)? +w?® ¢ |11 —-w?a)?+w?e (1 —w?a)?+we c
Dette medfgrer Re[hy(jw)] > b/(Ric) = 1/(Ry+ R) > 0 for alle w, hvilket vil si at hy4(s)

er strengt passiv. |

Re[hy(jw)] = (5.49)

Hittil har vi forutsatt at alle polene til h(s) har realdel mindre enn null. Det fins
imidlertid linesere tidsinvariante systemer med poler pa imagineeraksen som er passive,
hvilket demonstreres i fglgende eksempel:

Eksempel 5.5 Gitt systemet §(¢) = u(t) som pa Laplacetransformert form beskrives
med y(s) = h(s)u(s) hvor h(s) = L. Prosessen har dermed en pol i origo, som ligger pa
den imaginaere akse. Her er Re[h(jw)] = 0 for alle w, men vi kan ikke benytte teorem
5.4 siden dette teoremet kun gjelder for prosesser med alle polene i det apne venstre
halvplan, dvs. alle polene ma ha negativ realdel. Vi finner imidlertid at

[ oty = [yt (5.51)

Et variabelskifte ydt = dy gir

Det viser seg a veere vesentlig mer komplisert a finne betingelser pa h(jw) for passivitet
for systemer som kan ha poler pa imaginseraksen. Resultatet er imidlertid relativt
enkelt og er gitt i fglgende teorem:

Teorem 5.5 Gitt en rasjonal transferfunksjon h(s). Da er h(s) passiv hvis og bare
hvis

1. h(s) ikke har poler i det apne hgyre halvplan.
2. Re[h(jw)] > 0 for alle w som er slik at jw ikke er en pol for h(s).

3. Hvis jw, er en pol for h(s), sa er den en enkel pol, og residuet i s = jw, er reelt
og sterre enn null, dvs. Res,—jo, h(s) = lim,_,j,, (s — jwy)h(jw) > 0.

Dette er bevist i kapittel 5.19. [ |

Fra stabilitetsteorien for lineszere tidsinvariante systemer (appendiks A.2) har vi at
hvis h(s) ikke har poler i det apne hgyre halvplan, og alle poler pa imaginseraksen er
enkle, sa er systemet y(s) = h(s)u(s) stabilt med null padrag. Av teorem 5.5 kan vi
dermed konkludere at:
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Korollar 5.2 Hvis h(s) er passiv, sa er h(s) stabil med null padrag.

|
Pastand 5.1 Gitt en rasjonal transferfunksjon
h(s) = (s+21)(s+ 22) ... (5.53)
s(s+p1)(s+p2)...

hvor Re[p;] > 0 og Re[z;] > 0 hvilket vil si at h(s) har en pol i origo og de gvrige polene
i det apne venstre halvplan, mens alle nullpunktene er i det apne venstre halvplan. Da
er h(s) passiv hvis og bare hvis Re[h(jw)] > 0 for alle w.

Bevis: Vi finner residuet for polen pa imagineaeraksen:
2129 « ..

Res,—gh(s) = 5.54
‘ ( ) pip2 - .. ( )

Her er enten z; og p; reelle og positive, eller de kan opptre i komplekskonjugerte par
hvor produktet z;2; = |2]|? eller p;p; = |p;|? som er reelt og positivt. Dermed er residuet
i origo reelt og positivt. Siden h(s) ikke har poler i det apne hgyre halvplan er dermed
h(s) passiv hvis og bare hvis Re[h(jw)] > 0 for alle w. ]

Eksempel 5.6 Gitt de to prosessene

s? + a?

hl(S) = m, a 7é O,WO 7é 0 (555)
S

hQ(S) = m, wWo # 0 (556)

De to prosessene har poler kun pa imagineeraksen, slik at betingelse 1 i teorem 5.5 er
oppfylt. Videre er

‘ ‘ (1,2 _ w2
h(jw) = —j——5——5 =) (5.57)
. . w
ha(jw) = T (5.58)

slik at ogsa betingelse 2 er oppfylt siden Re[h;(jw)] = Re[hy(jw)] = 0 for alle w som
er slik at jw ikke er en pol for transferfunksjonen. For a undersgke betingelse 3 ma vi

beregne residuene. Vi har
2

Res,—ohi(s) = — (5.59)
wo
W2 — a2
Ress::l:jwohl (3) = 02wg (560)
1
Ress—tjuw, ha(s) = 5 (5.61)

Vi ser at ifplge teorem 5.5 er hy(s) passiv, mens hq(s) er passiv hvis a < wg som svarer
til at |2k (jw)| < 90° for alle w. ]
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Eksempel 5.7 Gitt prosessen

hs) = —é (5.62)

som ikke har poler i det apne hgyre halvplan, og som oppfyller Re[h(jw)] > 0 for alle
w # 0. Imidlertid er Ress—oh(s) = —1, og det folger av teorem 5.5 at prosessen ikke er
passiv. Dette stemmer overens med

[ voutan = - [ yody = 51002 - () (5.69

som ikke har noen nedre begrensning siden y(7") kan bli vilkarlig stor. [ |

5.5 Passivitetsegenskaper for PID-regulatorer

Pastand 5.2 Anta at 0 < T; < T; og 0 < a < 1. Da er PID-regulatoren

1+T;s 1+Tys
h.(s) = K, 5.64
(S) p 7}5 1 +OéTd$ ( )

passiv.

Dette folger av pastand 5.1. n

Pastand 5.3 Anta at en PID-regulatoren har begrenset integralvirkning og begrenset
derivatvirkning, dvs. at 0 < T, < T;, 1 < f < o0 0og 0 < a < 1. Da vil regulatorens

transferfunksjon
14+Tis 1+Tys

h.(s) = K. 5.65
() P BT 1 oTys (5.65)
oppfylle folgende betingelser:
L |h(jw)| < KT”B for alle w.
2. Re[h,(jw)] > K, for alle w, hvilket vil si at h, er strengt passiv.
Bevis: Fra vanlig frekvensanalyse for transferfunksjoner har vi at
1 K,
h,(jw)| < K,f-1-— = —2- 5.66
()| < K1 - = (5.66)
hvilket skulle vises. Streng passivitet vises som folger: Vi setter
14wl 14 Bw’T? — §(B — DT
hiljo) = —— It O — (6 — D (5.67)
1+ BjwT; 1+ (BwT;)?
1+ juwT, 1 T2 — j(a — 1)wT,

- 1+ ajwTy 1+ (awTy)?

som gir

hy (jw) = KpBhi(jw)ha(jw) (5.69)
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For komplekse tall z; og 25 gjelder generelt

Re[z1 2] = Re[z1]Re[z2] — Im[z1|Im][25] (5.70)
Dermed er
—_— (1 + Bw?TH (1 + aw?T?) — (a — 1)(8 — 1)W?TiTy
Re[h, (jw)] = K, 15 (BoT)2L T (awTy)?] (5.71)
Siden (a —1)(8—1) <Oer
: (14 BuT?) (1 + aw?T7)
Relh,(jw)] > K,pp T (BT + (owTy) (5.72)
Her er
1 _i_BWQCZﬂiQ _ 6—1 _i_BWQEQ N 1_&—1 S l
L+ (BwT)?  B(B~'+ Bw?T?) — B(B~ + Bu?T?) ~ 3
siden 1 — 37! < 0. Videre er
14+ ow?T; 14 (awTy)?  aw’T;(1—a) -
1+ (awTy)? 1+ (awTy)? 3 + (awTy)? —
siden 1 — a > 0. Dermed er
Relh,(jw)] > K, (5.73)
og streng passivitet er vist. |

5.6 Stabilitet av tilbakekoblede passive systemer

(s) y(s),

ho(s)<2

yo(S

Y

hl(S)

Figur 5.4: Tilbakekoblet system med passiv hi(s) og strengt passiv ha(s)

Anta at et linesert tilbakekoblet system har slgyfetransferfunksjon ho(s) = hi(s)ha(s)
som vist i figur 5.4. Hvis hy er passiv og ho er strengt passiv, sa er fasen begrenset av

|Zh1(jw)| <90° og |zha(jw)| < 90° (5.74)
Slpyfetransferfunksjonen hy(s) har folgelig fase begrenset av
|2ho(jw)| < 180° (5.75)

hvilket er illustrert i figur 5.5.

Siden h; og hsy er passive, har ikke ho(s) poler i det apne hgyre halvplan. Dette
betyr ifglge vanlig stabilitetsteori for linezere systemer som ikke har poler i hgyre halv-
plan (f.eks. Nyquists kriterium), at systemet er asymptotisk stabilt og dermed ogsa
begrenset-inngang-begrenset-utgang-stabilt. Tilsvarende resultat fas hvis h; er strengt
passiv og hy er passiv.

Ifelge pastand 5.3 er en begrenset PID-regulator strengt passiv. Dette betyr at:
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o
vy

-

/ho(jw) > —180°

Y
N

—180°

SN

Figur 5.5: Begrensning pa fase for en sloyfetransferfunksjon som er produktet av to
passive transferfunksjoner.

e Et passivt linezert system med en PID-regulator med begrenset integral- og der-
ivatvirkning er begrenset-inngang-begrenset-utgang-stabilt.

For en viktig klasse prosesser er passivitet eller streng passivitet en strukturell egen-
skap som ikke avhenger av prosessmodellens parametere. Dette betyr at passivitetsbe-
traktninger kan brukes til a pavise stabilitet for et tilbakekoblet system selv om det er
stor usikkerhet eller store variasjoner i systemets parametere. Passivitetsbetraktninger
gir imidlertid ikke informasjon om det lukkede systems ytelse. Det er derfor viktig at
man i kombinasjon med passivitetsbetraktninger benytter en annen designmetode, som
f.eks. bruk av Bodediagram, for a oppna god ytelse for nominelle parametere. Dette
resulterer i et reguleringssystem som har hgy ytelse under normale driftsforhold, og som
i tillegg er stabilt selv for store parametervariasjoner.

5.7 Mekaniske ekvivalenter for PD-regulatorer

Vi skal her se pa mekaniske ekvivalenter for PD-regulatorer for posisjonsstyring nar
padraget er patrykt kraft. Motivasjonen for a ta med dette her er a gi videre innsikt
i posisjonsstyring ved bruk av PD-regulatorer. Legg imidlertid merke til at en PD-
regulator fra posisjon tilsvarer en Pl-regulator fra hastighet. Siden kraft er padraget i
det folgende, ma malingen veere hastighet for at prosessen skal veere passiv. Vi kunne
derfor ha kalt regulatorene i dette kapittelet for Pl-regulatorer.

Vi betrakter en masse m med posisjon x og hastighet v = #. Dynamisk modell er
mZ = u hvor kraften u er padrag. Posisjonsreferansen er zy, mens hastighetsreferansen
er vg = &9. En PD-regulator u = K,(1+T1}s)(zo—x) benyttes. Regulatoren kan skrives

u= K,(xg—x)+ D(vg — v) (5.76)

hvor D = K,T;. Den mekaniske ekvivalenten fremkommer na ut fra observasjonen at
dette er kraften som oppstar hvis massen m med posisjon z forbindes med et punkt
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A

00— -0
- = |-
T D o

Figur 5.6: Mekanisk ekvivalent for PD-regulator ved tilbakekobling fra posisjon

med posisjon zy med en parallellkobling av en fjeer med fjeerkonstant K, og en demper
med koeffisient D, hvilket er vist i figur 5.6.

Hvis hastighetsreferansen ikke er gitt og posisjonsreferansen inneholder sprang, kan
en PD2-regulator benyttes. Da er padraget

u= Kyxog— K,(1+Tys)x
som tilsvarer
Uppo2 = Kp(ZL'Q - ZL‘) — Dv (577)

Dette er kraften som oppstar hvis massen m forbindes med en fjeer med fjeerkonstant
K, til et punkt med posisjon zy og en demper med koeffisient D til et fast punkt, hvilket
er illustrert i figur 5.7.

Kp

AN
> O— é—o
- D —

8

Zo

Figur 5.7: Mekanisk ekvivalent for PD-regulator uten hastighetsreferanse ved tilbake-
kobling fra posisjon

Hvis hastigheten ikke males bruker man gjerne en begrenset PD-regulator som gir

padraget -
s

u(s) = Kyt () = ()] (579)
hvor 0 < o < 1. Vi skal na se at denne transferfunksjonen fremkommer ved a forbinde
massen m med posisjon x med et punkt med posisjon xg ved bruk av en fjeer med
fjeerkonstant K i serie med en parallellkobling av en fjeer med fjeerkonstant K og en
demper med koeffisient D som vist i figur 5.8.
La z1 veere posisjonen til forbindelsespunktet mellom fjeeren K, og parallellkoblingen.
Da er fjeerkraften u = K (z, —x), og Laplacetransformasjon gir x;(s) = z(s)+u(s)/Kj.
Siden det ikke er noen masse i punktet x; ma en motkraft av samme stgrrelse virke fra
parallellkoblingen av fjeer og demper, slik at

u(s) = Klzo(s) — z1(s)] + Dlvo(s) — va(s)] = (K + Ds)[zo(s) — z1(s)] (5.79)

Innsetting av x;(s) gir

u(s) = (K + Ds)[zo(s) — z(s) — —u(s)] (5.80)
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K
K —"VWA—
- O— W —o0
(1=
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Figur 5.8: Mekanisk ekvivalent for begrenset PD-requlator ved tilbakekobling fra posisjon

Vi lgser ut u(s) og far

K + Ds
u(s) = Klm[%(s)—x(s)]
KK 1+%s
= To(s) — x(s 5.81
Ryt RT3 Bz, mols) — (o) (5.81)

Vi ser at dette er en PD-regulator med begrenset derivatvirkning hvor

KK
K, = 5.82
p Kl +K ( )
D
T o= (5.83)
K
= 1 .84
a K1+K€[0’) (5.84)

5.8 Aktiv fjeering for biler

Vi skal i det folgende se pa aktiv fjeering for biler hvor vi skal bruke passivitetsbe-
traktninger og benytte mekaniske ekvivalenter av regulatorene for a gi en forstaelse av
virkematen. Fjeeringssystemet til en bil ma virke under sterkt varierende forhold bade
hva angar veiens kvalitet og fysiske parametere som dekktrykk, bilens vekt og temper-
aturvarierende viskositet og elastisitet. Det er derfor viktig a velge en regulatorlgsning
som er stabil under alle forhold. Bruk av passive regulatorstrukturer, som er basert pa
dissipering av energi, er en gunstig lgsning pa dette problemet.

I en vanlig bil bestar fjeeringssystemet pa hvert hjul av en fjeer i parallell med en
demper mellom karosseri og hjulaksling, som illustrert i figur 5.9. Det er interessant
a legge merke til at dette tilsvarer at det er en PD-regulator pa hvert hjul med til-
bakekobling fra posisjonsdifferansen mellom hjulaksling og karosseri. Dette er en passiv
regulator, og siden prosessen er passiv sa kan det vises at det lukkede system er stabilt.

En vanlig bil vil krenge utover i en sving, og i store hastigheter vil fjeeringssystemet
pa ytterhjulene bli sterkt komprimert. Dette vil fgre til at ujevnheter i veien ikke vil bli
opptatt av fjeeringssystemet, men forplanter seg til karosseriet. Dette gir komfortprob-
lemer og begrenser kvaliteten pa kjoreegenskapene til bilen. Det har veert utfort forsgk
med a oppheve krengning i sving ved a bruke aktiv fjeering. Et aktivt fjeeringssystem
benytter en hydraulisk arbeidssylinder, som er en hydraulisk linezermotor, pa hvert
hjul i stedet for et konvensjonelt hjuloppheng som har en fjeer og en stgtdemper. I
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Figur 5.9: Bil med konvensjonell fjering ved en fjer og en demper pa hvert hjuloppheng.
Dette er den mekaniske ekvivalenten til kraftpadrag generert ved tilbakekobling med PD-
requlator fra posisjonsavvik mellom karosseri og hjulaksling.

aktiv fjeering gnsker man a bruke kraften som virker pa bilens karosseri som padrag,
og derfor benyttes kraftstyring pa den hydrauliske arbeidssylinderen. Den hydrauliske
arbeidssylinderen styres med en elektrohydraulisk servoventil. Dette er vist i figur 5.10.

Figur 5.10: Prinsippskisse for kraftstyring av hydraulisk aktuator i aktivt fjeringssystem

Vi betrakter en av arbeidssylinderene. Padraget er sleideposisjonen x,, til servoven-
tilen, mens maling er kraft F' fra sylindren pa bilen. Lasttrykket p; er gitt ved

Raptsz,(s) = 2o FL(s)

pr(s) = (5.85)

14202 + %
wp, wj

Her er A, er sylinderens tverrsnitt, m; massen av hjul og hjuloppheng, F}, er kraften fra

vegbanen pa hjulet og wy, er den hydrauliske resonansfrekvensen. De gvrige storrelsene

er som definert i kapittel 3.3.4. Hvis vi antar at massen til den hydrauliske sylinderen
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er liten vil vi ha at F' = A,p;. Kraften fra sylindren pa bilen er dermed gitt av

Klet sx,(s) — Fr(s)

F(s) = 5 5.86
R e (5:56)
h h
Kraftreferansen betegnes Fy. En kraftregulator
zy(s) = h.(s)[Fo(s) — F(s)] (5.87)
benyttes. Her kan en en begrenset PI? regulator benyttes:
(1+3)
h.(s) = K,———2— 5.88
(S> pS(]_ + wil) ( )
hvor w; < wy < wy,. Dette gir en slgyfetransferfunksjon
K qut<1 + i)Q
ho(s) = ha(8)hy(s) = " A w2 (5.89)

(14 51+ 26 + 57)

w

Kryssfrekvensen w. kan da velges hgyere enn wy, men w, ma veere mindre enn knekk-
frekvensene i servoventilen. Kraften vil veere gitt av

F(s) = M(s)Fy(s) (5.90)

hvor M(s) = ho(s)/([1 + ho(s)]) er kraftsloyfens folgeforhold. For frekvenser opp til
kryssfrekvensen w, er M (jw) ~ 1, og vi kan bruke tilnsgermelsen

F(s) = Fy(s) (5.91)

Kraftslgyfen er vist i figur 5.11.

Iy F

»f_—» ho(s) hy(s)

Figur 5.11: Blokkdiagram for kraftstyring av hydraulisk aktuator i aktivt fjeringssystem

Y
Y

Det aktive fjeeringssystemet kan da virke akkurat som et konvensjonelt fjeerings-
system med en fjeer og en demper ved a bruke kraftreferansen

Fo(s) = Kylwo(s) — x(s)] + Ds[vo(s) — v(s)] = (Ky + Das)lo(s) — x(s)]  (5.92)

hvor K er fjeerkonstanten og Dy er dempekonstanten. Her er zy referansen, zo — x er
utvidelsen av fjeeren, mens g = vy og & = v.

Nar krenging i sving skal oppheves, sa kan ikke dette oppnas ved tilbakekobling fra x.
Grunnen til dette er at fjeersystemet i sa fall matte hatt negativ K; for a kunne krenge
innover, og dette ville gitt positiv tilbakekobling og dermed ustabilitet. Lgsningen pa
problemet er a benytte foroverkobling. Foroverkoblingen kan komme fra rattutslag
og hastighetsmaling, eller for tog fra data over banens krumming som funksjon av
posisjon langs banen. Her skal vi anta at foroverkoblingen kommer fra akselerometere
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som gir akselerasjonsmaling pa tvers av bilens bevegelsesretning, og at referansen xg
for bilens fjeeringssystem beregnes fra akselerasjonsmalingen. Vi antar at bilen har en
PD-regulator pa hvert hjul, og at modellen for bilens rotasjon om lengdeaksen, som
betegnes rull, er gitt ved

JO=K(0,—0) + D6y — 6) + van, (5.93)

hvor J er bilens treghetsmoment om lengdeaksen, 6 er rullvinkelen, 6, er referansen til
rullvinkelen svarende til posisjonsreferansene til de aktive fjeeringssystemene pa hjulene,
referansen a,, er normalakselerasjonen, v er en konstant og ya,, er momentet som oppstar
pa grunn av sentrifugalkrefter. Dette er vist i figur 5.12, mens blokkdiagrammet er gitt
i figur 5.13. Her er K fjeerkonstanten som avhenger av proporsjonalforsterkningen til
PD-regulatorene i hjulopphengene, mens D pa tilsvarende mate er dempekoeffisienten.
Vi antar at ved kjgring pa rett veg benyttes 6y = 0.

an—hé

Qp

Figur 5.12: Oppheving av krenging for av bil © sving ved foroverkobling akselerometer til
aktiv fjering. Bilen krenger en vinkel 6. Normalakselerasjonen a,, som er rettet innover
i svingen. Akselerometermalinger i to posisjoner er indikert.

%

K

A

Figur 5.13: Blokkdiagram som viser foroverkobling for krenging innover i sving for bil.

Anta at et akselerometer er montert ved hjulopphenget og maler y = a,,. Forover-

koblingen
Oy = —(1+ a)%y + 0 (5.94)

benyttes. Dette gir

JO = K(6)—6)+ D — 0) — ava, (5.95)
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Her vil null krengning oppnas hvis modellparameterene er perfekt kjent og a = 0.
Krengning innover oppnas ved a velge oo = 1.

Problemer kan oppsta hvis akselererometeret plasseres ugunstig slik at malingen ogsa
avhenger av 6. Dette vil veere tilfelle hvis f.eks. akselerometeret monteres i dashbordet.
Da blir malingen y = a,, — ho og resultatet blir

[J — (1+a)yh]d = K0, — 6) + D(8y — 0) — ayan, (5.96)

Ytelsen kan i dette tilfelle bli vesentlig redusert, og for store o kan systemet bli ustabilt
idet det far negativt treghetsmoment.

5.9 Luftputekatamaran

En katamaran er en bat med to parallelle skrog. En spesiell type katamaran er luft-
putekatamaranen, ogsa betegnet som SES (Surface Effect Ship), som har en luftpute
mellom de to skrogene. Luftputen oppnas med en elastisk forsegling foran og bak og
en vifte som pumper luft inn mellom skrogene. Dette er skissert i figur 5.14. Vanligvis

Zg

Yg

Lg

Figur 5.14: Luftputekatamaran

vil omlag 80% av fartgyets vekt hvile pa luftputen, mens skrogene gir de resterende
20% oppdrift. Det er to fordeler ved a benytte luftputen: For det fgrste reduseres
motstanden i vannet pa grunn av at skroget delvis lgftes ut av vannet. Dermed kan
hastigheter i overkant av 50 knop oppnas med dagens teknologi. For det andre reduseres
belgepavirkningen pa fartgyet, og hgye hastigheter kan oppnas med akseptabel komfort
med relativt store bglger. Pa grunn av katamaranskrogene er luftputekatamaranen i
tillegg lettere a mangvrere enn en hovercraft.

Et problem med luftputekatamaraner er at det oppstar vibrasjoner som fglge av
resonans i luftputen ved sma bglger som er typisk fjordsjg. Dette er et komfortproblem
som begrenser markedspotensialet til denne typen skip til passasjertransport hvis det
ikke lgses pa en tilfredsstillende mate. Resonansfrekvensene for en typisk luftputekata-
maran med lengde 32 m er 2 Hz og 5 Hz. For a dempe disse vibrasjonene brukes et
reguleringssystem for aktiv vibrasjonsdemping (Ride Control System) [39]. Dette gjores
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ved bruk av trykkmalere i luftputen og styrte spjeld som slipper ut luft fra luftputen.
Maling i systemet er lufttrykket i luftputen, mens padraget er spjeldapning.

Den dynamiske modellen for systemet inkluderer hydrodynamikk for interaksjon
mellom skrog og vann, akustisk dynamikk i luftputen og stivt legeme dynamikk for
skipet. I utvikling av en modellstruktur som egner seg for regulatorutvikling er hoved-
problemet a komme frem til en modell som er tilstrekkelig enkel og elegant, men som
samtidig beskriver de essensielle dynamiske fenomener.

Vi skal her kun se pa dynamikk forbundet med hivbevegelsen, som er skipets ver-
tikale translasjon, og akustiske fenomener i luftputen. Anta at skipet har lengde /,
bredde b og at luftputen har stasjonser hgyde hy. Det stasjonsere volumet i luftputen
er da Vy = (bhg, mens arealet av luftputen er A = ¢b. Lengdekoordinaten i skipets
lengderetning betegnes x, og vi setter x = —¢/2 akter og folgelig er x = ¢/2 i baugen.
Lufttrykket i luftputen betegnes p(z,t) idet p antas a veere en funksjon av z og tiden
t. Dette er illustrert i figur 5.15.

z
1 u
v

A : I%

h  p(z,t) E E
i =

N [

£
5 x

Figur 5.15: Modell av luftpute med padrag u som er luftstrom inn i luftputen i posisjon
Ty, 0g maling y som er trykk i posisjon x,.

Vi setter
p(x,t) = pu(t) + pa(z, 1) (5.97)

hvor p,(t) er det uniforme trykket og py(z,t) er det romlig varierende trykket som
skyldes akustiske fenomener, og som oppfyller

/Ozpd(a:,t)d:c =0 (5.98)

Modellen for det uniforme trykket finnes av Newtons lov for vertikalbevegelsen og masse-
balansen for luften i puten:

mh = Ap, (5.99)

Ve .

Eopu = —Cp, — Ah +u (5.100)
Her er h luftputens hgyde og dermed ogsa skipet vertikale posisjon, m er skipets masse,
B = pc? er luftens bulkmodul, p er tettheten av luft, ¢ er lydhastigheten, C' er lek-
kasjekoeffisienten, mens u er padraget som er luftstrom inn i luftputen i posisjon z,.

Transferfunksjonen fra padraget ¢ til trykket p, blir

Du S
8= +2§Ai = (5.101)

2
Wy
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hvor (, = %q/ﬁm/v@ og wy, = y/BA/(hm). Med £ = 28 m, b = 8 m, hy = 2 m,
m = 140000 kg og B = *p = 021.23kg/m3 og ¢ = 330m/s er w, = 10.35 rad/s som
tilsvarer 1.65 Hz.
Dynamikken til det romlig varierende trykket er gitt av bglgeligningen
9’pq 282pd

a2 ¢ o

= (5.102)

hvor ¢ er lydhastigheten. 1 tillegg ma passende grensebetingelser, som blant annet
involverer padraget og bolgeeksitasjon, settes opp. Dette er behandlet i detalj i [39].
Det romlig varierende trykket kan skrives

pa(,t) = ipdi(a:, t) (5.103)
hvor
pai(z,t) = ¢;(t) i) (5.104)

Her er ¢;(z) formfunksjoner som er konstante i tid, mens tidsfunksjonene ¢;(t) oppfyller

4di boi(r,)s
Dig) = 1
u (s) $2 4 2¢w;s + w? (5.105)

hvor b er en positiv konstant. Her er
w; = cmil (5.106)

Forste formfunksjon er
¢1(x) = sinmx (5.107)

som er vist i figur 5.16. Den assosierte resonansfrekvensen er
wy = e/l = 37 rad/s (5.108)

som tilsvarer 5.9 Hz.

¢1()

|
vl
=)
8

Figur 5.16: Forste formfunksjon som har resonansfrekvens wy

Trykkmalingen foretas i posisjon z,,, og er

U(t) = Py, 1) = palt) + - paslay ) (5.109)

i=1
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Transferfunksjonen fra w til pg;(z,,t) er

= 5.110

w T + 2Cw;s + w? ( )

Fgrst antar vi at maling og padrag er kollokert, dvs. at z, = =, = xy. Da er

transferfunksjonen fra w til y passiv siden det er en sum av passive transferfunksjoner

hvilket sees av . bty (o)

Y azS o i\Zo)"S

=(s) = 5.111

u( ) 1+2Cu§+fj—i ;32+2Ciwi8+wz‘2 ( )

I dette tilfelle vil en strengt passiv regulator, som f.eks. en P-regulator, gi et stabilt
system. Legg merke til at med en P-regulator er luftstrgmmen ut v = —Kpy, og
regulatoren gir dermed et effekttap pa K,y* som demper vibrasjonene.

Dernest antar vi at padrag og maling ikke er kollokert hvilket vil si at z,, # z,. Da
er

Y, 158 o~ boi(zu)pi(ry)s

u(s) 1+ 20u- + j—% - ; $% + 2Gw;s + w? (5.112)
Denne transferfunksjonen er passiv hvis ¢;(z,) har samme fortegn som ¢;(z,) for alle
i. I motsatt fall vil ¢;(x,)¢;(z,) < 0 for visse ¢ hvilket kan vaere meget problema-
tisk i regulatordesign. I figur 5.17 er prosessen med regulator vist. Vi ser at hvis
di(xy)pi(xy) < 0, sa vil slgyfen med modus ¢ ha positiv tilbakekobling, mens andre
slpyfer og spesielt slgyfen for det uniforme trykket har negativ tilbakekobling.

Dette kan illustreres for det uniforme trykket p,(¢) pluss forste ledd py;(x,t) for det
romlig varierende trykket. Anta at z, = ¢/2 og at x, = —{/2 som gir ¢1(x,)¢1(x,) =
—1. Daer . ;

Y 228 S
“@)_1+2@if*§ PR T (5.113)

wy

Her er w;/w, ~ 3, mens b og m/A? er av samme stgrrelsesorden. Transferfunksjonen
fra w til y er altsa en sum av to relativt like transferfunksjoner som har motsatt fortegn.
For et slikt system vil det i praksis veere umulig a kunne oppna god ytelse uten at
systemet blir meget folsomt for modellusikkerhet.

Konklusjonen er at for dette systemet er det av avgjgrende betydning at padrag
og maling er kollokert slik at prosessen blir passiv. Stabilitet oppnas i sa fall med en
strengt passiv regulator.

Herved har vi pavist ved bruk av tilnsermede lineariserte modeller at prosessen med
padrag u og maling y er passiv nar padrag og maling er kollokert. Et interessant
sporsmal i denne sammenheng er om passivitet ogsa kan pavises for en stgrre klasse
modeller. Dette er mulig ved a bruke energibetraktninger. Vi definerer energifunksjonen
V' som er summen av kinetisk og potensiell energi for skip og luftpute:

V = kinetisk energi + potensiell energi

Den tidsderiverte av V er da

V=yu+P,+P —P,
hvor yu er effekt inn pa systemet fra padraget, P, er effekt fra viften, P, er effekt fra
bolgene, og P; er effekttap ved lekkasje og friksjon. Her kan tilfort energi fra forstyr-
relsene

[ 1Pt + Pitt) — P
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Da2

Pa(Tu) o Mij%% L of O2(zy)

Y

b
1) | BT |

Y

m
U a2°

> 2
R‘eg' 1+2Cui+z—%

Figur 5.17: Trykkregulering for SES

bli vilkarlig stor, og passivitet kan ikke pavises. Antar man imidlertid at superpo-
sisjon gjelder, hvilket er tilfelle nar systemet er linesert, kan systemet studeres uten
fortyrrelsene P, og P,, og da er systemet passivt siden fOT P(t)dt > 0. Derfor vil en
linearisert modell av systemet med padrag u og maling y kunne forventes a veere passiv.

5.10 Multivariable linesere systemer

Teorem 5.6 Gitt et linesert, tidsinvariant system med transferfunksjonmatrise H (s)
definert ved

y(s) = H(s)u(s) (5.114)

hvor padraget w(t) og malingen y(¢) er m-dimensjonale vektorer. Anta at alle polene
til H(s) ligger i det apne venstre halvplan. La A\ [H (jw) + H*(jw)] betegne minste
egenverdi av den hermitiske matrisen® H (jw) + H*(jw). Da gjelder:

1. Systemet er passivt < A\pin[H (jw) + H*(jw)] > 0 for alle w.

2. Systemet er strengt passivt < Det fins en § > 0 slik at A\yin[H (jw) + H*(jw)] >
0 > 0 for alle w.

Bevis: La A € €™ vere en vilkarlig hermitisk matrise med egenverdier \;(A) og
ortonormale egenvektorer v;. La x € C™ vaere en vilkarlig vektor med komplekse
komponenter. Fra lineser algebra [38] har vi da at * Az er reell. Siden egenvektorene
v; er ortonormale kan & dekomponeres ved * = 7, z;v; hvor x; = viz og |z|*> =

™ |xi|?, og ifelge spektralteoremet kan A dekomponeres ved
A=) N(A)ww; (5.115)
i=1

3En matrise A € C™*™ er hermitisk hvis A = A*. Her er C™*™ mengden av alle matriser av
dimensjon m x m med komplekse elementer, mens (-)* betegner transponering og komplekskonjugering,.
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Dermed er

r*Axr = Z)\i(A):I:*'vi'v;kw = Z)\i(A)\:cl-F > Amin(A) Z ‘SL’Z|2 = )\min(A)\:I:\Q (5.116)
i=1 i=1

i=1

Fra Parsevals teorem har vi

/Ooo yT(t)uT(t)dt = i /OOO i (8) (u;) () dt

- / v (jw)ur(jw)dw (5.117)

Vi kan dermed utfere fglgende utregning;:

[ v = [y uro

1 o .
= %/_oo Y (jw)ur(jw)dw
1

= L[ )+ e ur e
C [ e HGe) + B olur(e)ds (5,118

Siden H (jw) + H*(jw) er hermitisk har vi fra (5.116) at

[ w@ oy = - [ A Ge) + o)l (o) e (5.119)

Resultatet kan dermed vises pa tilsvarende mate som i beviset for teorem 5.4. [ |

5.11 Dynamisk posisjonering

Ved dynamisk posisjonering av skip er propellkrefter padraget og man gnsker a styre
skipets hastighet og posisjon. I dynamisk posisjonering styres de tre frihetsgradene
jag, svai og gir. Jag er hastighet i langskipsretning som betegnes u, svai er hastighet i
tverrskipsretning som betegnes v og gir er vinkelhastighet om vertikalaksen som beteg-
nes r. Padrag er propellkraft X i langskipsretning, propellkraft Y i tverrskipsretning
og moment N om vertikalaksen. Vi definerer padragsvektoren u og utgansvektoren y
ved

u X
y=1| v og u=\|Y (5.120)
r N

Skipet vil ha kinetisk energi som er lik den totale energi V' (¢) siden skipet ikke har
potensiell energi. Effekt inn pa skipet fra padraget er w(t)Ty(t). Dermed er

V(1) = u(t)y(t) — (1) (5.121)
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hvor g(t) er effekttap. Her kan imidlertid ubegrenset med energi bli tilfgrt systemet fra
bolgekrefter, og dette betyr at fOT g(t)dt ikke har noen nedre begrensning. Systemet er
derfor ikke passivt.

Vi kan imidlertid oppfylle betingelsene for passivitet ved a tilnserme modellen med
en modell hvor superposisjon gjelder for propell- og bglgekrefter. Dette er tilfelle hvis
vi antar at prosessen er lineser hvilket impliserer at superposisjon gjelder. Vi kan da
analysere modellen under antagelsen at bglgekreftene er lik null, og da er fOT g(t)dt > 0.

Dette betyr at den linesere prosessen

y(s) = H(s)u(s) (5.122)

som fremkommer ved a linearisere fartgymodellen, er passiv nar padrag er propellkrefter
som gitt av u og maling er hastighetene y. Dette er ikke noen overraskelse siden den
lineariserte modellen har formen

uw = —auu—+X
= —a,v+Y
r = —ar+N

som er en tidskonstant i hver frihetsgrad.

5.12 Spredningsfunksjonen

Ved et variabelskifte oppnas en alternativ beskrivelse av passive systemer hvor passivitet
svarer til liten forsterkning. Den intuitive ideen til dette kommer fra lineser kretsteori.
Vi betrakter en lineser tidsinvariant enport med spenning e, strgm i og impedans z(s)
slik at

e(s) = z(s)i(s) (5.123)

Denne enporten kan ogsa beskrives med sakalte bglgevariable*
a=e+1i og b=e—i (5.124)
Ved Laplacetransformasjon far vi

a(s) = [=(s) +
bs) = [o(s) -

Dermed er i(s) = [2(s) + 1] 'a(s) og ved a sette inn dette i (5.126) far vi

Ji(s) (5.125)

1
1)i(s) (5.126)

b(s) = g(s)a(s) (5.127)
hvor .
g(s) = % (5.128)

er enportens spredningsfunksjon. En fysisk begrunnelse for betegnelsene bglgevariable
og spredningsfunksjon finner man i beskrivelsen av tapsfrie transmisjonslinjer hvor «
kan oppfattes som innfallende bglge og b som reflektert bglge.

40Ofte defineres bglgevariable som a = (1/2)(e + i) og b = (1/2)(e — i).
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I passive systemer ser man pa energiflyten i systemet, og systemet er passivt hvis
betingelsen

T
/ e(t)i(t)dt > 0 (5.129)
0
er oppfylt, hvor det er antatt at null energi er lagret initielt i kretsen. Na er

a?— b =(e+i)? —(e—1i)? = dei (5.130)

/OT b (t)dt = /OT az(t)dt—zl/oT e(t)i(t)dt (5.131)

Passivitet impliserer derfor at

som impliserer

/0 CR < /0 L2t (5.132)

og man sier (kanskje litt upresist) at energien i den reflekterte bglgen er mindre enn
energien i den innfallende bglgen.
Vi skal na behandle det generelle monovariable systemet

y(s) = h(s)u(s) (5.133)
Vi innfgrer bglgevariable
=y+u og b=y—u (5.134)
hvor a er innfallende bglge og b er reflektert bglge. Da er spredningsfunksjonen
Ab y—u h(s) —1
pum -1
o) £ 25) = () = T (5135)

Teorem 5.7 Gitt en rasjonal transferfunksjonen h(s) og la spredningsfunksjonen g(s)
veere gitt av (5.135). Da gjelder:

1. h(s) er passiv < |g(jw)| < 1 for alle w.
2. h(s) er strengt passiv passiv, og det fins en v < oo slik at |h(jw)| < v for alle w
)
Det fins en 7' € (0,1) slik at |g(jw)|* <1 —+ for alle w.

Bevis: Punkt 1 kan vises for h(s) som ikke har poler i Re[s] > 0. For h(s) med poler
pa imagineeraksen er resultatet vist i kapittel 5.19. Vi utfgrer fglgende utregning:

o = G — 1P
_ [hw) PP = [h(jw) + b (jw)] +
|h(jw)? + [h(jw) + h*(jw)] +
_ |h(jw)? — 2Re[h(jw)] + 1
|h(jw)l? 4 2Re[h(jw)] + 1
o 4Relh(jw)]
= T TGP RG] 1 :130)
_ ARG (5.137)

|h(jw) +1]?
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Vi har at h(s) er passiv hvis og bare hvis Re[h(jw)] > 0 for alle w. Ekvivalensen i punkt
1 folger dermed.

Punkt 2 vises som fglger: Anta at det fins en § > 0 slik at Re[h(jw)] > ¢ for alle w,
hvilket vil si at h(s) er strengt passiv, og at det fins en 7 < oo slik at |h(jw)| < v for

alle w. Da er
4Re[h(jw)] S 40

5.138
AGj) 17 = T 12 1

Vi velger na 7/ slik at 0 < 7/ < min[1,46/(y + 1)?]. Da er
lg(jw)|* <1+ (5.139)

hvor 7 € (0, 1).
Anta sa at det fins en o/ € (0, 1) slik at |g(jw)|> <1 -+ for alle w. Fra (5.136) har

vi da
4Re[h(jw)]

S s e 10
som gir
4Re[h(jw)] :
hGe)P + 2R (] +1 - o140
Y
4Re[h(jw)] = ¥/ (|h(jw)|* + 2Re[h(jw)] + 1) (5.142)
Y
(4= 29)Re[h(jw)] = ' ([h(jw)[* + 1) (5.143)
U
Re[h(jw)] = 1— 2 ()4 1) > 4_727, >0 (5.144)
Dermed har vi vist at h(s) er strengt passiv.
Endelig forsterkning vises ved fglgende utregning:
lg(jw)P <1 -+ (5.145)
Y
|h(jw) = 1> < (1 =) |h(jw) + 1] (5.146)
Y
|h(jw)” = 2Re[A(jw)] +1 < (1 —7)(|h(jw)[* + 2Re[h(jw)] + 1) (5.147)
Y
Vh(jw)]* = (4 = 29 )Re[h(jw)] +7" < 0 (5.148)
Y
|h(jw)|* — 2=——|h(jw)| + 1 <0 (5.149)

Dette er en ligning av typen
22— 2 +1<0
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som har lgsning b — vb?> — 1 < x < b+ v/b?> — 1. Dermed har vi

/

2—v

2_
h(jw)| < (=L —1<2=—1

< > o< (5.150)

hvilket vil si at |h(jw)| <« for alle w hvor v = (4 — 279') /7. |

5.13 Impedanstilpasning
Gitt en elektrisk enport med en spenningskilde med spenning e, strgm ¢ og serieimpe-

dans zy(s). Denne enporten kobles sammen med en passiv enport med impedans zy(s)
som vist i figur 5.18.

1

zr.(s)

o1 = +Ol

Figur 5.18: Impedanstilpasning

Folgende problemstilling skal behandles: Anta at zo(s) er gitt, og at e = F'sin w,t.
Velg zp,(s) slik at effekttapet over z;, maksimaliseres.
Strommen oppfyller

o els)
i(s) = )+ 2205) (5.151)

mens spenningen over zj er

ur(s) = zp(s)i(s) (5.152)

Effekttapet i z;, er dermed

Plwe) = SRelug(jw)i*(jw.)]

-k

Re[zp (jwe)]i(jw, )i (jw.

NI—R N RN -

E? (5.153)

hvor (+)* betegner komplekskonjugering. Vi setter
woliw) =a+ 8 og ziw)=a+ b (5.154)

Dette gir
al?

1
P et Grop

(5.155)



136 Kapittel 5. Passivitet

Vi vet na at hvis a = 0, sa er P = 0, mens hvis a — oo eller a er forskjellig fra null
og |b] — oo, sa vil P — 0. I mellom disse ytterpunktene ma det ligge et maksimum, og
vi benytter vanlig derivasjon for a finne det. Derivasjon med hensyn pa b gir

P FE? -2 b
op _E a(f +b) (5.156)
b 2 [(a+a)+(B+0)?
og maksimum ma dermed forekomme for b = —3. Derivasjon med hensyn pa a gir
OP  E?a®+ B2 +28b+1* — a?
oP _ Efa”+ 5"+ 260+ a (5.157)
da 2 [(ata)*+(6+0)
Innsetting av b = —f gir
P E2 2 _ 2
o _E i (5.158)

da 2 [(a+a)?+ (B +0)%

og det fglger at maksimum finnes for a = a. Dette betyr at maksimum effekttap i 2z,
fas med

21 (Jwe) = 25 (Jwe) (5.159)

Dette valget for 2z (jw,) kalles impedanstilpasning. For et generelt spekter zo(jw) er det
ikke mulig a finne en passiv impedans z7(s) som oppfyller betingelsen for impedanstil-
pasning for alle w siden de to impedansene skal ha samme absoluttverdi, mens fasen
har motsatt fortegn.

Vi ser imidlertid at hvis zg(jw) er reell for alle frekvenser oppnas impedanstilpasning
ved alle frekvenser ved a velge z;, = zy. I spredningsbeskrivelsen gir impedanstilpasning
for reell zy et interessant resultat hvis vi definerer bglgevariable som

a=u+ 20t og b=u— 21 (5.160)
hvor strommen er skalert med impedansen zo. Her ser vi at vi har oppnadd
a=e (5.161)

for systemet i figur 5.18.

En fysisk fortolkning av bglgevariabelen a er som fglger: La u veere inngangsspenning
pa enporten og ¢ veere strgmmen inn pa enporten. Vi betrakter den utvidede enporten
som fremkommer ved a koble enporten i serie med 2, som vist i figur 5.19. Da er
a inngangsspenningen pa den utvidede enporten som svarer til v og 7. Den fysiske

20(s) —
O 1 O
+ +
a u zr(s)
O— —O

Figur 5.19: Utvidet enport med bolgevariabelen a(t) som drivende spenning

fortolkningen av b er vist i figur 5.20.
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20(s) - 20(s)
¥ ¥ ¥
a U b ZL(S) - ZO(S)
O O O

Figur 5.20: Utvidet enport med bolgevariabelene a(t) og b(t)

Videre ser vi at hvis z;, = z, sa er
u=zri=z%t = b=0 (5.162)

Det er vanskelig a gi noen klar fysisk fortolkning av dette, men det impliserer at ved
impedanstilpasning med reell impedans, sa er spredningsfunksjonen

g(s)=—==0 (5.163)

5.14 Spredningsbeskrivelse av tilbakekoblet pas-
sivt system

Yo € Ut U Y
—( ) —» hr(s) () ——> h(S)

Y

Figur 5.21: Tilbakekoblet system med foroverkobling
Vi skal se pa systemet i figur 5.21 hvor
y(s) = h(s)u(s),  w(s) = h.(s)e(s) (5.164)

u(t) =up(t) +w(t),  e(t) =uyo(t) —y(t) (5.165)
hvor wu; er padrag fra tilbakekoblingen, mens uy er en foroverkobling. Anta at prosessen
h(s) er passiv og regulatoren h,(s) er strengt passiv med endelig forsterkning. Da er

som pavist 1 kapittel 5.6 Z|ho(jw)| < 180° hvor hy(s) = h(s)h.(s), og systemet er
BIBO-stabilt.

Ved et variabelskifte skal na systemet bringes over pa spredningsrepresentasjon. Vi
innfgrer bglgevariable

A A
a=y+u og b=y—u
for prosessen og

A A
a. =u;+e og b, =u —e
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for regulatoren. Videre defineres inngangsvariable
A A
ap =Yo +us og bo=yo—us

Vi finner at

ar=u+yYy—y=u—ur+yo—y=>by—>b (5.166)
0g
b =w —Yyo+y=u—ur—yo+y=a—ao (5.167)
De assosierte spredningsfunksjonene er
A h(s)—1 A he(s) —1
g(S) - 1 i h(S) gr(s) - 1—|—hr<8)

Side h(s) og h,(s) er passive kan ikke g(s) og g,(s) ha poler i det apne hgyre halvplan.
Dette folger siden h(s) er passiv og dermed ikke har poler i hgyre halvplan, mens
1+ h(s) er den karakteristiske ligning som svarer til i(s) med en enhets tilbakekobling,
som apenbart gir et stabilt system. Tilsvarende resultat gjelder for h,.(s).

Systemet kan da beskrives som vist i figur 5.22 hvor

b(s) = g(s)a(s),  be(s) = gr(s)ar(s) (5.168)
a(t) =b(t) +ao(t),  ar(t) =bo(t) —b(t) (5.169)
ap = Yo + uy
bo =yo —uy_ a, b, a b
 ——— —»gr(s) () > g(s) >

Figur 5.22: Spredningsrepresentasjon av tilbakekoblet system med foroverkobling

Med passivitetsbeskrivelsen var det lett a pavise stabilitet for systemet ut fra begrens-

ningen pa fase til ho(jw). Det er na interessant a spgrre om en like enkel betrakting

kan brukes i forbindelse med spredningsbeskrivelsen. Dette viser seg a veere tilfelle.
Vi innferer slgyfetransferfunksjonen

d0(5) = g(s)g.(s) (5.170)

go(s) kan ikke ha poler i det apne hgyre halvplan siden g(s) og g¢,(s) ikke har poler i
det apne hgyre halvplan. Na har vi fra teorem 5.7 at

1. Jg(jw)| <1 for alle w siden h(s) er passiv.
2. |g-(jw)| < 1 for alle w siden h,(s) er strengt passiv med endelig forsterkning.

Dermed er
lgo(jw)| < 1 for alle w (5.171)

Ifolge Nyquists kriterium er systemet asymptotisk stabilt. Siden systemet er linezert,
er det ogsa BIBO-stabilt.
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5.15 Spredningsmatrisen for en toport

Hittil har vi behandlet monovariable systemer som har samme struktur som en elek-
trisk enport. Resultatene kan generaliseres til n-porter, og vi skal her se pa elektriske
toporter. Vi definerer et system

e(s) = Z(s)i(s) (5.172)

z:<_2> og e:<2> (5.173)

hvor i; er strgm inn pa terminal 1, i5 er strom ut fra terminal 2 og e er spenning over
terminalene som vist i figur 5.24. Da er eT4 effekt inn pa systemet, og hvis toporten

i(s)

— " Z(s)

som vist i figur 5.23 med

e(s

Figur 5.23: Passiv toport representert ved transferfunksjonsmatrise pa impedansform

1 — ’ig
o—— ——o0
- -
€1 €2
o— ——O

Figur 5.24: Kretsdiagram for passiv elektrisk toport

bestar av passive elektriske komponenter som spoler, kondensatorer og motstander, sa
er impedansmatrisen Z(s) passiv, og det fins en 3 slik at [ e(t)T4(t)dt > (. Hvis det
ikke er lagret initiell energi i systemet, sa er § = 0.

Vi definerer vektorene

a:<a1>:e+i og b:<b1>:e—i (5.174)
as b2

ay e1+ 141 by er — 11
— ] = . Nl
()=(ar) = (n)=(23)  em

Tilsvarende det monovariable tilfelle er a(s) = [Z(s) + I]i(s), og dermed er i(s) =
[Z(s) + I7'a(s). Innsetting av dette uttrykket for 4 i

hvilket gir

b(s) = [Z(s) — Ii(s)

gir
b(s) = S(s)a(s) (5.176)
hvor spredningsmatrisen S(s) er gitt av

S(s)=[Z(s)—I][Z(s) + I]"! (5.177)
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Pastand 5.4 Systemet gitt ved (5.172) og (5.173) er passivt hvis og bare hvis
I—S"(jw)S(jw) >0 for alle w (5.178)

Bevis: Hvis S som gitt av (5.177) oppfyller (5.178), sa er S begrenset reell. Dette er
behandlet i kapittel 5.19, hvor det er vist at et linesert, tidsinvariant system er passivt
hvis og bare hvis spredningsmatrisen er begrenset reell. [ |

5.16 Seriekobling av toporter

Gitt de to passive elektriske toportene i figur 5.25 hvor

e'(s) = Z,(s)i'(s) (5.179)
€*(s) = Zy(s)i*(s) (5.180)

hvor i
et = ( ° ) (5.181)

'k
ik — < 1 ) (5.182)

hvor i¥ er strgm inn pa terminal 1 for toport k, og 5 er strgm ut fra terminal 2 for
toport k som vist i figur 5.26. Effekt inn pa toport k er dermed (e"“)Tik, og det folger
at Z1(s) og Zs(s) er passive transferfunksjonsmatriser.

i (s) Z.(s) e'(s
i°(s) Zo(s) e’(s

Figur 5.25: Passive toporter representert ved transferfunksjonsmatriser pa impedans-
form

Z% — — Z% Z% — — Z%
O— ——O O— —O
i a & o
1 2 1 2
O— ——O O— —O

Figur 5.26: Kretsdiagram for passive toporter

En alternativ beskrivelse er en hybrid representasjon med

k i k ey
vt = og w'=| (5.183)
2 2
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og den hybride transferfunksjonsmatrisen Gy(s) som defineres ved
w”(s) = Gi(s)v"(s) (5.184)

Systemet er vist i figur 5.27. Ogsa i dette tilfelle er skalarproduktet (v*)Tw* mellom
inngang og utgang lik effekten inn pa toport k, og det fglger at G1(s) og Ga(s) er
passive.

— Gk<3) >

Figur 5.27: Passiv toport representert ved transferfunksjonsmatrise pa hybrid form

Bglgevariable defineres ved

ko ok k_ ik
k_ _k  ck_ [ €117y k_ _k_sk_ [ €170
a"=e +z_<e’§—i’§> og b"=e"—1 _<e’§ zé) (5.185)

hvor fortegnet pa i& skyldes at denne strgmmen er definert & ha retning ut fra terminal
2. Spredningsmatriser Si(s) defineres ved

b*(s) = Si(s)a"(s) (5.186)
Her er som tidligere utledet
Si(s) = 1Zu(s) - T[Zi(s) + 1] (5.187)

Spredningsmatrisen kan ogsa uttrykkes med den hybride representasjonen ved a bruke
sammenhengene

a* = (w" 4 v*) (5.188)
bt — < oo ) (w" — v*) (5.189)
Dette gir
Su(s) = ( by ) Gils) — 11[Gi(s) + 1] (5.190)
Toportene er koblet i serie ved at
ey =€ og iy =1 (5.191)

Ved bruk av bglgevariable er seriekoblingen gitt av

by=a: og ay="b; (5.192)
siden
by =el+iy =el + it =da? (5.193)
0g
ay = ey —iy =€ —is = b (5.194)

I begge tilfellene (5.191) og (5.192) er seriekoblingen gitt ved betingelser bade pa inn-
gang og utgang av toporten.
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For beskrivelse av seriekoblinger av toporter kan det veere hensiktsmessig a velge en
kaskaderepresentasjon hvor inngangsvektoren er strgm og spenning pa inngangstermin-
alen og utgangsvektor er strom og spenning pa utgangsterminalen. Det er da enkelt a
beskrive seriekobling. La

y"(s) = Hy(s)u"(s) (5.195)

k ef k e
u' = og Y= i (5.196)
1 2

Legg merke til at Hj ikke er passiv siden effekten inn pa systemet ikke er gitt som
skalarproduktet mellom u* og y*. I dette tilfelle er seriekoblingen gitt ved

hvor

y' =u? (5.197)
og vi har dermed som vist i figur 5.28
y*(s) = Ho(s)y' = Ho(s)H (s)u'(s) (5.198)
u'(s) y'(s) = v?(s) y(s)

— o H,(s)——>

— | H(s)

Figur 5.28: Passive toporter representert ved transferfunksjonsmatriser pa kaskadeform

€2(s) hii(s) haa(s) \ [ ex(s)
. = . 5.199
( ’LQ(S) ) ( hgl(S) hQQ(S) 21(8) ( )
Anta at utgangsterminalen seriekobles med en enport med impedans z5(s) slik at es(s) =
25(8)ia(s) som vist i figur 5.29.

Gitt en toport

»

o T — 1
+ +
€1 €9 29(5)

Figur 5.29: Passiv enport bestaende av passiv toport seriekoblet med passiv enport

Da er
29(8)ia(s) = hyi(s)ei(s) + hia(s)ii(s) (5.200)
ia(s) = har(s)ei(s) + haa(s)i1(s) (5.201)
hvilket gir
hi1(s)er(s) + hia(s)i1(s) = za(s)har(s)e1(s) + za(s)haa(s)ir(s) (5.202)
og dermed fremkommer fglgende enportbeskrivelse av toporten i serie med enporten:

gy = 23(8)haa(s) — hia(s)
i hi1(s) — z2(s)ha1(s)

(5.203)
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5.17 Toportbeskrivelse av passive mekaniske sys-

temer
K,
F “VV\/ F,
— 00— {0, —0—
| I | I
(%1 ! (%)

Figur 5.30: Mekanisk toport bestaende av masse, fjer og demper

Vi betrakter systemet i figur 5.30. En masse m; er forbundet med en parallellkobling av
en fjeer med fjeerkonstant K og en demper med dempekoeffisient D;. En kraft F; virker
pa parallellkoblingen av fjeeren og demperen, og hastigheten i kraftens angrepspunkt er
vy, mens posisjonen er ;. Massen har hastighet v, og posisjon xs, og pavirkes av en
kraft F5 i tillegg til fjeer- og demperkraften. Bevegelsesligningen for massen er gitt av
Newtons lov:

myde = F) — Fy (5.204)
hvor fjeer- og demperkraften er
Fy = Kq(z1 — x3) + Dy(v1 — v9) (5.205)
Laplacetransformasjon gir
mysva(s) = Fi(s) — Fa(s) (5.206)
0g
Fi(s) = @[vl(s) — va(8)] (5.207)

siden sx1(s) = v1(s) og sza(s) = va(s). Ved a lgse ut Fy(s) og ve(s) fra disse ligningene
finnes kaskadebeskrivelsen

Fy(s) | _ [ mstBietla s\ [ Fi(s)
() - O ) eg) o

UQ(S) _D18+K1

Blokkdiagram er vist i figur 5.31

()

—_— Hl(S)—"

Figur 5.31: Blokkdiagram for mekanisk toport bestaende av masse, fjer og demper pa
kaskadeform

Legg merke til at i denne beskrivelsen er inngang (Fy,v;)", mens utgang er (Fy, vs).
Dermed har ikke skalarproduktet mellom inngang og utgang noen fysisk mening, hvilket
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medfgrer at selv om det mekaniske systemet bestar av passive mekaniske komponenter,
sa folger det ikke at transferfunksjonsmatrisen

H,(s) = hii(s)  hia(s) — ml%js%fs(f[(l —mys (5.209)
! h21(8> h22(8) —ﬁ 1 '

er passiv. Derimot vil en impedansbeskrivelse med padrag F' = (F}, F3)T og maling v =
(v1, —v2)T gi et system F(s) = Z,(s)v(s) hvor Z(s) er passiv. Det samme er tilfelle
med f.eks. en hybrid beskrivelse med padrag w = (F}, —vy)T og maling y = (v, Fy)T
som gir et system y(s) = G1(s)u(s) hvor G1(s) er passiv.

Videre er det verdt a legge merke til at den mekaniske toporten gitt av (5.208) har
en elektrisk ekvivalent i toporten i figur 5.32 hvor

m 82 S
< ?2(8) ) — < 1DT321K—1FK1 —m18 ) < ?1(8) ) (5210)
ia(s) e 1 i1(s)
hvor my er induktans, D; er resistans og K7 er kapasitans.

— mys — i
]

i

+
D
€1 1 €9

_ Kfls _
@, 1 O

Figur 5.32: Elektrisk ekvivalent for mekanisk toport med masse, fjer og demper

Eksempel 5.8 Vi skal i dette eksempelet se pa en seriekobling av toporten gitt av
(5.208) med en tilsvarende mekanisk toport som har en masse mq, dempekoeffisient Dy
og fjeerkonstant K5. Denne toporten er vist i figur 5.33 og beskrives av

K -~ K5
Fy F F3
o] o Hmbod{ = Hmlo+=
| - - - —
|_> D1 |_> D2 |_>
U1 V2 U3

Figur 5.33: Seriekobling av to mekaniske toporter

( Fy(s) ) _ ( % ”?23 ) ( F2<5)) ) (5.211)

vs(s) ~ Btk va(s

og vi definerer transferfunksjonsmatrisen

mas?+Dos+ Ko _
Hy(s)= | Dtk mas (5.212)
- DQSiKQ 1

Toporten som oppstar ved seriekoblingen er vist i figur 5.34 og er gitt av
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(50— (%)

— H(s) " Hy(s)—

Figur 5.34: Blokkdiagram pa kaskadeform av seriekobling av to mekaniske toporter

< Fy(s) ) — Ho(s) ( 5228 ) = H,(s)H,(s) < 5’11((;)) ) (5.213)

v3(s)

hvor H(s) er gitt av (5.209). Det er na i prinsippet enkelt a regne ut analytiske uttrykk

for elementene i transferfunksjonsmatrisen H S H 2(s)H1(s), men dette vil vanligvis
ikke veere interessant a gjore siden uttrykkene er sa store at det ikke ngdvendigvis har
noen hensikt a kjenne dem. Det kan veere mer interessant a beregne H (jw) numerisk
for plotting av frekvensresponser. [ |

Eksempel 5.9 Vi skal i dette eksempelet se pa en seriekobling av toporten gitt av
(5.208) med en tilsvarende mekanisk toport bestaende av en parallellkobling av en
demper med dempekoeffisient Dy og en fjeer med fjeerkonstant K,. Systemet er vist i
figur 5.35

Kl -~ > K2

F
F 2 F.
B o Y o = o <—
|| -
— D1 — D2 —
U1 V2 U3

Figur 5.35: Seriekobling av mekaniske toporter
Denne toporten beskrives da av
1
Fy(s) \ _ 0 [ B (5.214)
Ug(S) T DystKo 1 UQ(S)

Toporten som oppstar ved seriekoblingen finnes ved a multiplisere transferfunksjons-
matrisen i (5.211) med transferfunksjonsmatrisen i (5.209), hvilket gir

m1s2+Dys+K
( Bale) ) - [ Qi(%lsigﬁ) +1K +Ko) —727118 ( Fi(s) ) (5.215)
vs(s) - 1(D13+Il(1)(12)23+K12) : DZ;fKQ +1 vi(s)
[ |

Eksempel 5.10 Anta at massen m; er forbundet til et fast punkt med en fjeer K> i
parallell med en demper D,. Systemet er vist i figur 5.36. Her er

Fy(s) = Kaxa(s) + Dava(s) = za(s)va(s) (5.216)

hvor b
_ Ky + Dss :K21+7§5
s s

(5.217)

29(8)
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Kl -~ KQ

E
F 2
B o o I%
L
- D, - D,
(%1 V2

Figur 5.36: Seriekobling av mekanisk toport med en enport

Innsatt i (5.209) gir dette hyy Fy + hisvy = 29(ho1 F1 + hogvy). Dermed fremkommer
transferfunksjonen

F h —h
_1(8 _ 22()ha2(s) 12(5) (5.218)
U1 hll(S) — ZQ(S)th(S)
Etter litt regning finner man at
Fl( ) Ki+Dis K, (1+ 225+ 74s%) (5.219)
—(s) = .
(1 S K1 + K2 (1 —+ 211228 + KIT:L_IKQ 82)
|

Eksempel 5.11 Anta sa at m; er forbundet med en fjeer K5 i parallell med en demper
Ds til en masse ms med hastighet v3 og posisjon x3. Systemet er vist i figur 5.37. Da

Kl 7 —_— KQ
F 2
L A S = A P
|- - | | -
- D, Zb- D,

(%1

Figur 5.37: Seriekobling av mekaniske toporter

er
0g
F2 = KQ(I‘Q - 1‘3) -+ DQ(UQ - Ug) (5221)
hvilket gir Fy(s) = mas®x3(s) og
D, K,
[1 + m—25 + mQSQ]FQ(S) = KQ[EQ(S) + DQUQ(S) (5222)
som gir
Fy(s) = z(s)va(s) (5.223)
med

mgs(Kg + DQS)

= 5.224
22(8) K2 + DQS + m252 ( )
Fra (5.218) finner vi transferfunksjonen
mas(K2+Das)
i(s) _ K22+D22s+m2232 +mys (5.225)
U1 T mys?4+Dis+K) + mas(Ka+Das) s :

Di1s+K, Ko+Dos+mas? Dys+K1
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som etter en del regning kan skrives pa formen

F m1+m2( n;;QO 82 + &S + 1)
—L(s) = (Dis + K1)s— B Palmima)Fa (5.226)
vy mas?(Das + Ka) + (F-s? + s + 1) (52s* + s +1)

|

5.18 Aktiv stav for vibrasjonsdemping

5.18.1 Dynamisk modell

I dette eksempelet skal vi utvikle en dynamisk modell for en piezoelektrisk aktuator for
bruk i en aktiv stav for vibrasjonsdemping i mekaniske konstruksjoner. En piezoelek-
trisk aktuator gir en forlengelse som er proporsjonal med padraget u som er styrespen-
ningen inn pa aktuatoren. Den piezoelektriske aktuatoren er montert i en stav som er
elastisk i lengderetningen med en fjeerkonstant K. Lengden av aktuatoren er £ = ¢y +d
hvor d = K,u er lineser forlengelse av aktuatoren og K, er proporsjonalkonstanten fra
u til d. Posisjonen av stavens endepunkter er henholdsvis x; og x5, mens kreftene som
virker er henholdsvis F} og F5. Vi definerer videre hastighetene vy = &1 og vy = 5.
Maling er y = Fj. Dette er vist i figur 5.38.

L d
P ~ K F
O NN—0 =
— —
(%1 V2

Figur 5.38: Aktiv stav med piezoelektrisk sensor og aktuator

Staven antas a veere masselgs idet man antar at massen av aktuatoren og den aktive
staven er mye mindre enn andre karakteristiske masser i systemet. Da er

Videre er

Fi(s) = K(z1(s) +d(s) — xa(s)) = g(vl(s) — vy(s)) + Kd(s) (5.228)

Toportbeskrivelsen pa impedansform er
Fl(s) _ 5 11 Ul(S) 1
( F(s) ) =5l ) TR ) AE) (5.229)

' ) (5.230)

Vi definerer
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skriver systemet pa formen

F(s) ng(s) LK ( 1 ) d(s) (5.231)
Regulatoren
A(s) = —hn (s)y(s) (5.232)
benyttes. Siden y = F; = F5 kan vi skrive
Fs) = ng(s) — Kho(s)F(s) (5.233)
Y
1+ Khy(s)]F(s) = ng(s) (5.234)
U
F(s) = Z(s)v(s) (5.235)
Her er Z(s) den aktive stavens impedansmatrise definert ved
K

5.18.2 Passivitetsanalyse

Vi kan na vise folgende resultat: Den aktive staven med regulatoren (5.232) er passiv
hvis og bare hvis z(s) er passiv.
Dette vises som fglger: Vi finner at

Z(jw) + Z"(jw) = [2(jw) + 2(—jw)]Q = 2Re[z(jw)]Q (5.237)

Videre er egenverdiene til @ lik A\ (Q) = 2 og A\2(Q) = 0. Generelt har man for en
matrise A € R"*" og en skalar a € R at hvis A\;(A), i € {1...n} er egenverdiene til A,
sa er \;(aA) = a);(A) egenverdiene til «A. Det folger derav at egenverdiene til den
hermitiske matrisen Z(jw) + Z*(jw) er

M[Z(jw) + Z(jw)] = 4Rez(jw)]
Ao[Z(jw) + Z7(jw)] = 0
Vi har dermed
Z(s) er passiv & \[Z(jw) + Z7(jw)] > 0 < Relz(jw)] > 0 & z(s) er passiv
Vi skal na se pa to regulatorer for den aktive staven.

1. Den fgrste er en integralregulator. Motivasjonen for a velge denne regulatoren
er at den resulterer i at kraft og hastighet over aktuatoren er i fase men med
motsatt fortegn. Dette gir effektutlading. Videre gir en integralregulator hgy
forsterkning ved lave frekvenser og fallende forsterkning med gkende frekvens,
hvilket er gunstig. Regulatoren er:

(5.238)
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Figur 5.39: Fagverkskonstruksjon og prinsippskisse for aktiv vibrasjonsdemping med
aktiv stav med piezoelektrisk aktuator og kraftmaling.

hvor K, > 0. Dette resulterer i passivitet siden

, K?K,

Re[z(jw)] - wg + (KKp)2

2. Den andre regulatoren er meget spesiell siden det er en begrenset derivatregulator
som gir positiv tilbakekobling. Ideen med denne regulatoren er som med integral-
regulatoren at derivatvirkningen med negativt fortegn skal fgre til effektutlading
ved at kraft og hastighet over aktuatoren er i fase men med motsatt fortegn.
Dette er imidlertid en uheldig lgsning siden forsterkningen gker med frekvensen,
og et lavpassfilter benyttes for a unnga problemer med stgy (og som vi skal se for
a oppna stabilitet). Regulatoren er:

K,s K(1+Ts)

) =-1375 7 A= SEE TR (5:239)

Her har z(s) poler i s,; = 0 og sy = —1/(T' — KK,) og et nullpunkt i s,, = —1/7.
Realdelen til z(s) finnes a veere

, KK
Re[Z(jCU)] - 1 + w2<T —pKKp)2

Vi ser at Re[z(jw)] > 0 for alle K}, > 0, Videre er z(s) en stabil transferfunksjon
hvis KK, < T. Dette betyr at z(s) er passiv for alle K, € [0, £).

Til slutt tar vi med at en vilkarlig impedans z(s) = zy(s) kan oppnas hvis

o (s) = 8201(8) - % (5.240)
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som gir

20(s) = m (5.241)

5.18.3 Vibrasjonsdemping

Figur 5.40: Kraftmaling i den ene aktive staven med og uten demping etter eksitasjon
ved kraftstgt mot fagverket.

En aktiv stav som beskrevet i det foregaende er blitt brukt til vibrasjonsdemp-
ing i laboratorieforspk®. Et fagverk med hgyde 2.1 m ble bygd av 3 mm sveisetrad.
Fagverkets totale vekt er 2 kg. Konstruksjonen er basert pa beregninger ved bruk av
elementmetoden hvor programsystemet FEDEM [33] ble brukt. De forste mekaniske
resonansfrekvensene var ved 14.5 Hz, 14.6 Hz, 50.3 Hz, 68.6 Hz og 70.0 Hz. To av
stavene i fagverket ble fjernet og erstattet av to aktive staver som ble montert inn i
fagverket som vist i figur 5.39.

De aktive stavene har en piezoelektrisk aktuator og en piezoelektrisk lastcelle, som
er en kraftmaler. Forlengelsen av aktuator i, hvor i € {1,2}, betegnes d; og kraft malt
av lastcelle ¢ betegnes y;. Regulatoren som ble brukt var d;(s) = —h,;(s)y:(s) hvor
hyi(s) = Kpi/s. Med denne regulatoren er hver av de aktive stavene med regulator en
passiv mekanisk toport som dissiperer effekt. Siden fagverket er en passiv konstruksjon
som ikke genererer effekt, ma det regulerte systemet bli stabilt. Videre vil de aktive
stavene redusere vibrasjonene i fagverket ved at vibrasjonsenergi dissiperes. Responsen
pa et kraftstot mot fagverket med og uten aktiv demping er vist i figur 5.40 for den ene
aktive staven.

SDette delkapittelet beskriver arbeid utfort av dr.ing.-student Rakel K. Kanestrom ved Institutt for
teknisk kybernetikk
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5.19 Begrenset reell og positiv reell

For linezere tidsinvariante systemer er to viktige egenskaper begrenset reell og positiv
reell. Vi skal snart se at et linesert tidsinvariant system er positivt reelt hvis og bare
hvis det er passivt, mens spredningsrepresentasjonen av et linesert tidsinvariant passivt
system er begrenset reell.

Vi betrakter et linesert tidsinvariant system y(s) = h(s)u(s) med padrag u og maling
y. Innfallende bglge defineres ved a 2 y + u og reflektert bglge defineres ved b 2 Yy — u.
Spredningsfunksjonen g¢(s) gitt ved

h(s) —1

96) =T 500 ) (5.242)

oppfyller b(s) = g(s)a(s). Vi legger merke til at

1
u(t)y(t) = Zla*(t) = b*(1) (5.243)
og at passivitet betyr at hvis energifunksjonen V' (¢) er lik null for ¢t = 0, dvs. V(0) = 0,

sa gjelder
V(T) = /O w(t)y(t)dt = i /O [a2(t) — B2()]dt > 0 (5.244)

Egenskapene begrenset reell og positiv reell defineres for funksjoner som er analytiske
i hgyre halvplan, men funksjonene er ikke ngdvendigvis rasjonale. En funksjon er
analytisk 1 Re[s] > 0 hvis den er definert og deriverbar for alle Re[s] > 0. Et punkt hvor
en funksjon opphgrer a veere analytisk betegnes som en singularitet. Singularitetene til
en rasjonal funksjon betegnes som poler. En rasjonal funksjon er dermed analytisk i
Rels] > 0 hvis den ikke har poler i Re[s] > 0.

Definisjon 5.5 En funksjon ¢(s) sies a vaere begrenset reell hvis
1. g(s) er analytisk i Re[s] > 0.
2. g(s) er reell for reelle positive s.

3. |g(s)] <1 for alle Re[s] > 0.

Teorem 5.8 Gitt et linesert tidsinvariant system y(s) = h(s)u(s), og spredningsrepre-
sentasjonen a =y + u, b =y — u og b(s) = g(s)a(s) hvor

h(s) —1

g(s) = Th(s)

(5.245)

Da er h(s) passiv hvis og bare hvis g(s) er begrenset reell.

Bevis: Vi betrakter (5.244), og lar T ga til uendelig. Hvis a € Ls, hvilket betyr at

oo 2

0o a*(t)dt < oo, sa er
0 > / a2(t)dt > / b2(t)dt (5.246)
0 0
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hvilket vil si at b € Ly. Det folger av teorem 6.1 at hvis funksjonen g(s) er rasjonal kan
den ikke ha poler for Re[s] > 0 siden dette kunne fgre til eksponentiell vekst i b(¢) som
ville gitt et ubegrenset integral [;°?(t)dt. Tilsvarende resultat fins for ikke-rasjonale
funksjoner. Betingelse 1 er dermed vist.

La oy veere en vilkarlig reell positiv konstant, og la a(t) = e”u(t) hvor pu(t) er en

enhets sprangfunksjon. Da er den Laplacetransformerte av a(t) lik a(s) = 8_100, mens
b(s) = %.

Anta at systemet ikke er eksitert initielt slik at alle transienter er lik null. Invers
Laplacetransformasjon for rasjonal g(s) gir

es._.. g<8) )esit _'_ (Resszoo
S — 0y S — 0y

g(s) _
s—og

hvor s; er polene til g(s), som ligger i det lukkede venstre halvplan, og Ress—o,
g(0g). Nar t — oo vil leddet med e”" dominere over ledd med e  og b(t) vil ga mot
g(og)e®. Ogsa for ikke-rasjonale g(s) fas samme grenseverdi for b(t). Siden a(t) er
reell, sa ma ogsa g(og) veere reell, og betingelse 2 er vist.

La na sg = 0g + jw, veere et vilkarlig punkt i Re[s] > 0. La a(t) veere Re[e®!u(t)].
Nar ¢ — oo sa vil b(t) ga mot Re[g(sg)e*!] og effekten

P 2 i[(f(t) (8] (5.247)
blir

1
P(t) = 1[620015 cos® wot — |g(s0)|?e*°* cos?(wot + ¢)]

hvor ¢ = arg[g(sg)]. Ved a benytte identiteten cos® v = $(1 + cos 2a) fremkommer

P(t) = %(1 + cos 2wyt) et — é|g(so)|2[1 + cos(2wot + 2¢)]
= %[1 — |g(s0)|*]e*7" + ée%ot cos 2wot — %|g(so)|262‘mt cos(2wot + 2¢)
— 0= loGso) Pl + Shele) — SRelg(s0)%e]
= %[l — g (s0) "> + %Re[l — g(s0)*e*] (5.248)

I dette uttrykket for P(t) er sg og og konstanter, og vi kan integrere P(t) og fa energien
V(T):

V(T) = /T P(t)dt
%/1{[1 - |g(80)|2]6200t + éRe[l _ 9(80)26280t]}dt
1

1 1
— 1 — 21 200T —Ref—[1 - 21, 2s0T 9249
o (1= o) e SRe{ [ — g1} (5:209)

Anta ferst at wy # 0. Da vil vinkelen til i[l — g(s0)?]e**T anta alle verdier mellom

2s0T 20071 2jwoT

0 og 27 nar T varierer. Dette skyldes at e = e . For visse verdier for T vil

da ]
Re{s—o[l — g(50)°]e**"} =0
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Siden V(T') > 0 for alle 7" ma dermed

1
1— 21,2007 ~
T (L~ la(so) Pl > 0
U
1 - |g(30)|2 >0

Anta sa at wy = 0 slik at sg = og er reell. Da er ogsa g(sg) reell, og de to leddene i
uttrykket for V(T') blir like. Det folger at

1
0<V(T) = %[1 — gQ(SO)]eQ"OT

Vi har dermed vist at for alle sg i Re[s] > 0 sa er
1—g(s0)]* > 0= |g(s0)| <1

Implikasjon motsatt vei vises ved a anta at g(s) er begrenset reell, og sa vise at
V(T) > 0 for alle T. Dette er vist i [42]. ]

Betingelsen pa g(s) er gitt i det apne hgyre halvplan, og vi gnsker na a finne en
ekvivalent betingelse for frekvensresponsen g(jw), som fremkommer ved a sette s = jw.
Det er klart at hvis g(s) er begrenset reell, sa kan ikke g(s) ha noen pol pa jw-aksen
siden absoluttverdien av g(s) vil veere ubegrenset i nserheten av en pol. Derfor ma
grenseverdien

g(jw) = limg(o + jw)

o>0

eksistere for alle w og videre ma
lg(jw) <1

for alle w. Fra kompleks analyse har man fglgende teorem (Maximum modulus theorem):

Teorem 5.9 La f(s) veere en funksjon som ikke har poler innenfor eller pa en lukket
kontur C' i det komplekse plan. La M vaere gvre begrensning pa |f(s)| pa C. Da er
|f(s)| < M innenfor C, og likhetstegnet er oppfylt for et punkt innenfor C' hvis og bare
hvis f(s) er en konstant.

Dette er vist i [21]. |

Vi definerer konturen C' som omslutter hgyre halvplan som vist i figur 5.41. En
interessant konsekvens av teorem 5.9 er at hvis g(s) er begrenset reell og |g(s)| = 1 for
et punkt i Re[s] > 0, sa oppfyller |g(s)| sitt maksimum inne i det apne hgyre halvplan,
og dermed ma g(s) veere konstant i Re[s] > 0. Siden g(s) er reell for reelle s > 0, ma
derfor g(s) =1 for alle s i Re[s] > 0. Dette medfgrer at [1 — g(s)]~! har singulariteter
i Re[s] > 0 hvis og bare hvis g(s) = 1 for alle s i Re[s] > 0.

Videre fplger det av teorem 5.9 at hvis |g(jw)| < 1 for alle w, og g(s) ikke har poler
i det lukkede hgyre halvplan, sa er |g(s)| < 1 for alle Re[s] > 0 og g(s) er begrenset
reell. Dette formuleres som fglger

Teorem 5.10 En rasjonal funksjon g(s) er begrenset reell hvis og bare hvis
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Im

Figur 5.41: Konturen C

1. g(s) ikke har poler i Re[s] > 0.

2. |g(jw)| <1 for alle w.

[ |
Definisjon 5.6 En transferfunksjon h(s) sies a vaere positiv reell hvis
1. h(s) er analytisk i Re[s] > 0.
2. h(s) er reell for reelle positive s.
3. Re[h(s)] > 0 for alle Rel[s] > 0.
[ |

Teorem 5.11 Gitt et linesert tidsinvariant system y(s) = h(s)u(s), og spredningsrep-
resentasjonen a =y +u, b =y — u og b(s) = g(s)a(s) hvor
h(s) —1
96) =T
Anta at g(s) # 1 for alle Re[s] > 0. Da er h(s) positiv reell hvis og bare hvis g(s) er
begrenset reell.

(5.250)

Bevis: Vi antar at g(s) er begrenset reell, og at at g(s) # 1 for alle Re[s] > 0. Da
eksisterer [1 — g(s)] 7! for alle s i Re[s] > 0. Fra (5.250) finner vi at

h(s) = 1+ g(s)

1—g(s)
Det er klart at h(s) ma veere analytisk i Re[s] > 0 siden g¢(s) er analytisk i Re[s] > 0,
og [1 — g(s)] er antatt a veere ikke-singuleer i Re[s] > 0. For a pavise at Re[h(s)] > 0
for alle Re[s] > 0 betrakter vi folgende utregning:

2Re[h(s)] = h*(s)+ h(s)
1+g*(s) 1 —i— q(s)
9(

(5.251)

1—g*(s) s)
_ L+l g@ﬂ+[ — g (s)][1 +9(s)]
[ —g*(9)][1 = g(s)]

D—w@HU—M$]
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Vi ser at hvis g(s) er begrenset reell, sa er Re[h(s)] > 0 for alle Re[s] > 0.

Vi antar sa at h(s) er positiv reell. Da er h(s) analytisk i Re[s] > 0, og [1+ h(s)] ma
veere ikke-singuleer i Re[s] > 0 siden Re[h(s)] > 0 1 Re[s] > 0. Dermed ma g(s) veere
analytisk i Re[s] > 0. Fra (5.252) fremgar det at |g(s)| < 11 Re[s] > 0, og det folger at
g(s) er begrenset reell. ]

Fra teorem 5.8 og teorem 5.11 fglger det at:
Korollar 5.3 Transferfunksjonen h(s) er passiv hvis og bare hvis den er positiv reell.

Eksempel 5.12 Et grunnleggende resultat i elektrisk kretsteori er at hvis en trans-
ferfunksjon h(s) er rasjonal og positiv reell, sa fins det en elektrisk enport som bestar
av passive, lineaere, tidsinvariante motstander, kondensatorer og spoler, slik at h(s) er
enportens impedans [8, s. 815]. Hvis e er spenningen over enporten og i er strgm inn
pa enporten er da e(s) = h(s)i(s). Impedansen til en elektrisk enport som bestar av
passive komponenter ma veere passiv siden totalenergien V' i enporten oppfyller

V(t) = e(t)i(t) — g(t) (5.253)

hvor ¢g(t) representerer effekttap. u

Eksempel 5.13 Transferfunksjonen

h(s) = — (5.254)

"~ tanhs

er ikke rasjonal, og vi kan ikke avgjgre om transferfunksjonen er positiv reell ut fra
frekvensresponsen h(jw). Her er tanhs = sinh s/ cosh s, mens sinhs = $(e* — e7*) og
coshs = £(e* +e79).

Vi undersgker forst om h(s) er analytisk i hgyre halvplan. Singularitetene er gitt av

sinhs=0=¢"—¢e*=0=¢*(1—-e ) =0
Her vil |e®| > 1 for Re[s] > 0. Videre vil
f(l—e®)=0=e*=1
som gir singulariteter i

sp=jkm, ke{0,+1,+2..} (5.255)

som ligger pa den imaginere akse. Dette betyr at h(s) er analytisk i Re[s] > 0. Videre
er det klart at h(s) er reell for reelle s.

Til slutt ma vi undersgke om h(s) har positiv realdel for Re[s] > 0. Vi setter
s = 0 + jw og finner at

1
coshs = §[ea(cosw + jsinw) + e 7 (cosw — jsinw)]

= coshocosw + jsinhosinw (5.256)
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og tilsvarende blir
sinh s = sinh o cos w + j cosh o sinw (5.257)

Realdelen til h(s) finnes dermed a vaere

cosh o sinh o

Relh(s)] = (5.258)

| sinh s|?

som er stgrre enn null i Re[s] > 0. Dette betyr at h(s) er positiv reell, og dermed
passiv. [ |

For rasjonale transferfunksjoner kan vi finne betingelser pa frekvensresponsen for at
transferfunksjonen skal veere positiv reell. Dette er formulert i folgende teorem:

Teorem 5.12 En rasjonal funksjon A(s) er positiv reell hvis og bare hvis
1. h(s) ikke har poler i Re[s] > 0.
2. Re[h(jw)] > 0 for alle w som er slik at jw ikke er en pol for h(s).

3. Hvis s = jw, er en pol for h(s), sa er det en enkel pol, og hvis wy er endelig, sa er
residuet
Ress—ju,h(s) = lim s — jwy(s — jwg)h(s)

reelt og positivt. Hvis wqy er uendelig, sa er grenseverdien

h(jw)

Jw

A .
Ry = limw —

reell og positiv.
Bevis: Vi ma her vise at betingelse 1 og 2 i dette teoremet er ekvivalent med betingelsen
Re[h(s)] > 0 for alle Re[s] > 0 (5.259)

under antagelsen at h(s) ikke har poler i Re[s] > 0. Fgrst viser vi at betingelse 2 og 3
impliserer (5.259):

Im

Figur 5.42: Konturen C wist for en h(s) med en pol i origo og de gvrige polene i det
apne venstre halvplan

Anta at betingelse 2 og 3 er oppfylt. Vi benytter en kontur C' som vist i figur 5.42
som gar fra —jQ til jQ langs jw-aksen med sma halvsirkler inn i hgyre halvplan rundt
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punkter jw, som er poler for h(s). Her er Q en tilstrekkelig stor verdi. Konturen C
lukkes med en halvsirkel inn i hgyre halvplan. Pa den delen av C' som ligger pa jw-aksen
er Re[h(s)] > 0 i folge betingelse 2. Pa de sma halvsirklene omkring polene er

h(s) ~ Ress:jufoh(s) (5.260)
s — Jjwy

Siden Re[s] > 0 pa halvsirklene og Res,—j,, h(s) er reelt og positivt ifglge betingelse 3

er Re[h(s)] > 0 pa disse halvsirklene. Pa den store halvsirkelen inn i hgyre halvplan

med radius Q er ogsa Re[h(s)] > 0 og verdien er konstant og lik lim,_, Re[h(jw)].

Hvis h(s) har en pol i uendelig, sa er h(s) ~ sRy pa den store halvsirkelen. Vi kan

konkludere at Re[h(s)] > 0 pa C. Vi definerer funksjonen
f(s) = e Relh(s)]

Da er |f(s)] < 1 pa C, og det folger av teorem 5.9 at |f(s)| < 1 i hele Re[s] > 0.
Dermed ma Re[h(s)] > 01 Re[s] > 0, og (5.259) er vist.
Anta sa at (5.259) er oppfylt. Betingelse 2 fglger av at
h(jw) = lim g(o + jw)

o>0

eksisterer for alle w som ikke er pol for h(s), hvilket gir
Re[h(jw)] > 0

for alle w som ikke er pol for h(s). For a vise betingelse 3 antar vi at wy er en pol av
orden m for h(s). Vi betrakter en liten halvsirkel om jw, inn i hgyre halvplan med
radius r. Pa sirkelen er dermed s — jw, = re/? hvor —7/2 < 0 < 7/2. Daer

h(s) ~ RSsiuns) _ RESomjug(S) —jmg (5.261)

rmejml rm

Her er apenbart m = 1 eneste mulighet for 4 oppna Re[h(s)] > 0 siden leddet e~ gir
en vinkel mellom —mn/2 og mn/2 i det komplekse plan. Videre ma Res,—j, h(s) vaere
positivt og reelt siden vil e=7™ gi vinkel fra —7/2 og 7/2 nar m = 1. Betingelse 3 er
dermed vist. [

Vi betrakter sa et multivariabelt system

y(s) = H(s)u(s) (5.262)
hvor padragsvektor w og malevektor y er av dimensjon m. Vi definerer bglgevariable
a=y+u og b=y—u (5.263)
Daer a(s) = (H(s) + Iu(s) = u(s) = (H(s) + I)"'a(s) og
b(s) = (H(s) — Iu(s) (5.264)
Dette gir
b(s) = S(s)a(s) (5.265)

hvor spredningsmatrisen er

S(s)=[H(s)—I|[H +1I]" (5.266)
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Definisjon 5.7 En spredningsmatrise S(s) sies a veere begrenset reell hvis
1. Elementene i S(s) er analytiske i Re[s| > 0.
2. S(s) er reell for reelle positive s.

3. I —S*(s)S(s) >0 for alle Re[s] > 0.

Som for monovariable systemer har vi:
e H (s) er passiv hvis og bare hvis S(s) er begrenset reell [1].

Videre har vi fglgende teorem som er hentet fra [1].

Teorem 5.13 En rasjonal spredningsmatrise S(s) er begrenset reell hvis og bare hvis
1. Elementene i S(s) ikke har poler for Re[s] > 0.
2. S(s) er reell for reelle positive s.

3. I —S*(jw)S(jw) > 0 for alle Re[s] > 0.

5.20 Transmisjonslinjer

I det fglgende utledes dynamiske modeller for en elektrisk transmisjonslinje basert pa
[36]. Deretter undersgkes transferfunksjoner, spredningsfunksjoner og passivitetsegen-
skaper. I passivitetsammenheng er transmisjonslinjer et interessant eksempel siden de
dynamiske ligningene er linezre, men av uendelig dimensjon pa grunn av distribuerte
fenomener.

5.20.1 Dynamisk modell

En dynamisk modell for en elektrisk transmisjonslinje finnes ved a sette opp Kirch-
hoffs lover for et lengdeelement dzx av transmisjonslinjen. Linjen modelleres som vist i
figur 5.43 med en distribuert serieimpedans bestaende av en resistans rdx i serie med en
induktans mdz i tillegg til en distribuert parallelladmittans av en kapasitans cdz i par-
allell med en resistans med admittans gdr. Spenningen betegnes e(z, t) mens strgmmen
betegnes i(z,t) hvor z er lengdekoordinaten langs linjen.

For spenningen har vi

e(r +dz,t) = e(x,t) — rdzi(z,t) — mdx%(x, t) (5.267)

mens for strommen gjelder

i(z +dz,t) =i(z) — gdzre(x + dz,t) — cdx%(x + dx,t) (5.268)
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__, rdx msdx i+ di—5
o—— ]  +F—""

¥ ¥

e —— = | |gd= e+ de
O O

Figur 5.43: Lengdeelement av elektrisk transmisjonslinge

Ved a dividere ligningene

e(r +dz,t) =e(x,t) + %(w, t)dr og i(x+dx,t) =i(z,t) + g—z(x, t)dz  (5.269)
x x
med dx og la dx ga til null fas
Oe , 0i
%(x, t) = —ri(x,t)— ma(x, t) (5.270)
0i Oe
%(x, t)y = —ge(z,t)— ca(x, t) (5.271)

Vi deriverer spenningsligningen med hensyn pa z og strgmligningen med hensyn pa t.
Dette gir

d%e i 92
0% Oe H%e

Den sakalte telegrafligningen fremkommer na ved a sette inn strgmligningen i spen-
ningsligningen:

0? 0? 0

8—;(:1:, t) = mca—tf(x, t)+ (re+ gm)a—i(:c, t) +rge(x,t) (5.274)

Laplacetransformasjon av telegrafligningen gir

2
O (05 = mes® + (re + gm)s + rgle(, 3 (5.275)

Vi definerer den komplekse funksjonen ~(s) ved

v(s) = \/(T +ms)(g +cs), Rely(s)] >0 for Re[s] >0 (5.276)

Generelt har kvadratroten av et komplekst tall z to rgtter som ligger symmetrisk om
origo. Hvis z er gitt pa polar form ved z = rexp(jf), er kvadratrgttene gitt ved
Vz = ty/rexp(j60/2). Her velger vi v(s) som roten med positiv realdel for alle s med
Re[s] > 0. Vi definerer a(s) = Re[y(s)] og 5(s) = Im[y(s)] slik at

V(s) = a(s) +jB(s) (5.277)

Da er a(s) > 0 for alle Re[s] > 0. Setter vi s = 0 + jw hvor o,w € R er i tillegg
wB(s) > 0 for alle Re[s] > 0 siden v(s)? = (r +ms)(g + cs) ligger i forste eller andre
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kvadrant for alle w > 0 og i tredje eller fjerde kvadrant for alle w < 0. Ved bruk av
v(8)? = (r + ms)(g + cs) kan vi skrive

gj; (z,5) = v%(s)e(x, 5) (5.278)

Denne differensialligningen har lgsningen
e(x,s) = Cyexp[y(s)z] + Cyexp|—7(s)x] (5.279)

Laplacetransformajon av (5.270) gir

(r+ms)i(x,s) = —%(m, s) (5.280)

Videre defineres transmisjonslinjens karakteristiske impedans zy(s) ved

r+ms
g+ cs

20(s) = , Re[zo(s)] >0 for Re[s] >0 (5.281)

Som for v(s) ma vi velge hvilken kvadratrot vi skal bruke for zo(s). Her velges kvad-
ratroten slik at Re[zo(s)] > 0 for Re[s] > 0 hvilket impliserer at zy(s) er positiv reell
og dermed passiv i folge kapittel 5.19. Antagelsene pa realdelen av z(s) og v(s) er
konsistente siden zy(s) = (r + ms)/v(s). Dermed har man for s = o + jw at

(r +mo)a +wpm

21 > 0 for alle Re[s] > 0 (5.282)

Re[z(0 + jw)] =
Lgsningen for strgmmen finnes a veere

{Crexply(s)a] — Caexp[—(s)z]} (5.283)

, 1
i(x,s) = ———
(z,8) = = )
Konstantene C og Cy elimineres ved a sette inn grensebetingelsene e(0,s) = e, og
i(0,s) =iy. Dette gir

1 , 1 :
Cl = 5(61 — Zoll) og CQ = 5(61 + Zoll) (5284)

Vi setter na inn grensebetingelsene (¢, s) = ey og i(0, s) = iy og konstantene C og Cs,
benytter sinhz = 1(e” — e™®), coshz = 1(e” + e~ *) og tanhz = sinhz/ coshz. Dette
gir

()= (bt =SB (59) oo

5.20.2 Transferfunksjoner

Anta at transmisjonslinjen er koblet til en enport med spenning ey, strgm 47 inn pa
enporten og impedans zy(s) slik at er,(s) = z1(s)ir(s) (figur 5.44). Ved seriekobling er
es = er, 0g 1o = 1y, siden iy er definert som strgmmen ut av transmisjonslinjen. Dette
gir es = z1,(8)ia(s). Fra (5.285) finner vi da

ea(s) = cosh[y(s)le1(s) — zo(s) sinh[y(s)]i1(s) (5.286)
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Figur 5.44: Elektrisk transmisjonslinje med belastningsimpedans zr,(s)

ex(s) = —Z((j)) sinh[y(s)l]e1(s) + z(s) cosh[y(s)€]i1(s) (5.287)

Ved a multiplisere (5.287) med (zy/z) tanh[y(s)¢] og addere resultatet til (5.286) finner
vi at

ex(s) + ) tanh[y(s)f]ea(s) = cosh[y(s)l]e1(s) — tanh[y(s)f] sinh[y(s)l]ei(s) (5.288)

ZL

Dette gir transferfunksjonen

e cosh[y(s)¢] — tanh[y(s)¢] sinh[y(s)/]
—=(s) = 5.289
e1 (s) 1+ 2 tanh[y(s)/] (5.289)
Siden cosh? z — sinh® z = 1 for alle z € C kan dette forenkles til
A € 1
he(s) 2 2 (s) = 5.290
(s) e (s) 2 sinh[y(s)€] 4 cosh[y(s)¢] ( )
Med en tilsvarende fremgangsmate finner man at
N2 1
hi(s) = —(s) = - 5.291
(s) iy (s) 2L sinh[y(s){] + cosh[y(s)] (5:291)
Generelt vil ikke h.(s) og h;(s) veere passive.
Ligning (5.285) kan skrives
cosh[y(s)l|e1(s) — zo(s) sinh[y(s)]i1(s)
= zL(s){—z ) sinh[y(s)l]e1(s) + coshly(s)l]i1(s)} (5.292)
0
Dette gir transferfunksjonen fra i; til e;:
2(5) _ ZO(S)zL(s) cosh[v(s)l] + zo(s) sinh[y(s)/] (5.293)

i1 2o(s) sinh[y(s)¢] + zL(s) cosh[y(s){]

Denne transferfunksjonen er passiv for alle passive zy, hvilket skal vises i det fglgende.
I denne forbindelse er det hensiktsmessig a bruke spredningsrepresentasjonen av trans-
misjonslinjen.

Pa hybrid form beskrives transmisjonslinjen ved

( o ) - ( Lo Seizr[lh([s?y)<]> { ) ( ) ) =G ( o

~—
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Spredningsrepresentasjonen defineres ved

(i) = 023080 ) o (00 = (675000
siden i er definert som strem ut av transmisjonslinjen. Spredningsmatrisen bhr( >29)

se=(o 3 )@e -0 =( g ") G20

hvilket gir ligningene
bi(s) = exp[—7(s)l]az(s) (5.297)
ba(s) = exp[—v(s)lai(s) (5.298)

Spredningsmatrisen S(s) er analytisk i Re[s] > 0 og reell for reelle positive s. Videre er

S 955 = expll-o() =610 o ) =ewl-2a1 (g V) G20

og dermed er
I—S%(s)S(s) = (1 — exp[—2a(s)¢])I > 01 Re[s] >0 (5.300)

siden a(s) > 0 for alle Re[s] > 0, hvilket impliserer at e=22(*)* < 1 for alle Re[s] > 0.
Fra kapittel 5.19 har vi da at spredningsmatrisen er begrenset reell, og det fglger at
transmisjonslinjen er en passiv toport.

CL1_> ef'y(s)l b2 ;O ar
gr(s)
SN R T PO e O

Figur 5.45: Spredningsrepresentasjon av elektrisk transmisjonslinje med belastning gr.(s)
svarende til belastningsimpedansen zp(s)

Enporten med impedans zy(s) har spredningsrepresentasjon

br(s) = gr(s)ar(s) (5.301)
hvor by, = ef, — z(8)ig og ar, = er, + zo(s)iy og

zL(s) —1

20(5) zL(8) — 20(s)
s) = = = 5.302
gL( ) 1+ zz((j)) ZL(S) —|—ZO(S) ( )
Seriekoblingen er gitt av
a9 = bL og bg = ay, (5303)

og dermed er
as(s) = gr(s)ba(s) (5.304)
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Dette er vist i figur 5.45. Ved a kombinere denne ligningen med (5.297) og (5.298)
finner vi at
by

o (s) = exp[—27(s){]gr(s) (5.305)

hvilket vil si at spredningsfunksjonen fra a; til b; for transmisjonslinje og belast-
ningsimpedans er produktet av belastningens spredningsfunksjon g, (s) og exp[—27(s)¢].
I det tapsfrie tilfelle er r = 0 og g = 0, hvilket gir v = \/mcs. Vi definerer bglgehastig-
heten vy = 1/y/mc og forplantningstiden 7' = ¢/vy. Da er

exp|—27(s)l] = exp(—2T's) (5.306)

som er en tidsforsinkelse pa 27
Vi skal se hva dette innebaerer i tre viktige tilfeller:

1. Forst skal vi se pa impedanstilpasning for en tapsfrie transmisjonslinje, som
oppnas med zy(s) = z. Daer

“Lis) = 2 (5.307)
41

mens g, (s) =0, og dermed er
b
—L(s) = (5.308)
(431

Her absorberes all bglgeenergi i belastningen.

2. Anta sa at belastningen er en kortslutning slik at e = 0 hvilket vil si at z(s) = 0.

Da er

7 (5) = 2(s) tanh [y (5)1 (5.309)
mens gr(s) = —1 og

2 (s) = — expl-2(s)1] (5:310)

Her reflekteres den bglgevariable. I det tapsfrie tilfelle er spredningsfunksjonen et
fortegnsskift og en tidsforsinkelse pa 27T

3. Anta belastningen er apen slik at i = 0 og z7(s) = co. Da er

€1 1

i (s) = zo(s)m (5.311)
mens gr(s) =1 og
2 (s) = expl-21() (5312)

Her reflekteres den bglgevariable. I det tapsfrie tilfelle er spredningsfunksjonen
en tidsforsinkelse pa 27T
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5.20.3 Passivitetsanalyse

Basert pa analysen foran kan vi na vise at transferfunksjonen fra i; til e; er passiv hvis
zr,(s) er passiv. Dette resultatet kan sees av en energibetraktning siden e;i; er effekten
inn pa systemet fra inngangen i;. Videre gir transmisjonslinjen ohmske energitap gjen-
nom r og g, og den passive impedansen zy(s) tilforer ikke systemet mer energi enn det
som er initielt lagret.

Det er vanskelig a pavise at passivitet folger for alle passive zz(s) fra transferfunk-
sjonen (5.293). Spredningsformuleringen (5.305) er bedre egnet i dette tilfelle siden

A b
91(s) = a—ll(S) = exp[—27(s)¢lgr(s) (5.313)
er analytisk i Re[s] > 0 og reell for reelle positive s. Her er |g;(s)| < 1 for alle Re[s] > 0
siden gr(s) er den begrenset reelle spredningsfunksjonen som svarer til den passive
transferfunksjonen zy(s). Videre er

| exp[—27(s){]| = exp[—2a(s){] < 1

for alle Re[s| > 0 siden Re[y(s)] > 0 for alle Re[s] > 0. Dette betyr at |gi(s)] < 1
for alle Re[s] > 0. Vi har dermed vist at g;(s) er begrenset reell hvilket igjen betyr at
transferfunksjonen fra i; til e; er passiv.

5.21 Trykkregulering i rgrledning

Et rgr av lengde ¢ og tverrsnittsareal A inneholder hydraulisk olje med bulkmodul j.
Trykket ved innlgpet av rgret skal reguleres med en servoventil som er montert pa
innlgpet. Volumstrgmmen inn i rgret gjennom servoventilen er ¢;, mens trykket ved
innlgpet er p;. Tilsvarende er volumstrgm og trykk ved utlgpet ¢ og ps. Vi betrakter
systemet med padrag ¢; og maling p;. Det antas at det ikke er noe aktivt element som
f.eks. en pumpe eller en kompressor i systemet.

Q1 (t) I (1)

pi(?) B,p(z,t),p(x,t),q(x,t) pa(t)

Y Y Y
Y Y VY

F———2=x

Figur 5.46: Rorledning med volumstrom q og trykk p, ved innlgp og volumstrom qs og
trykk ps ved utlop

5.21.1 Energibetraktning

Vi betegner totalenergien til systemet V. Totalenergien vil veere summen av kinetisk
og potensiell energi i systemet. Tilfgrt effekt fra padraget er trykk ganger volumstrgm
som er ¢;p;. Energibalansen kan dermed skrives

V=qgp—g (5-314)
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hvor g representerer effekttap i systemet. Under antagelsen at det ikke er noe aktivt
element i systemet er

T
/ g(t)dt >0 for alle T > 0 (5.315)
0

Dette betyr at systemet med padrag ¢; og maling p; som vist i figur 5.47 pa blokkdia-
gramform er passivt. Det folger derav at

\4%(jw)| < 90° (5.316)

for alle w.

¢ Transmisjons- D1
linje

Figur 5.47: Transmisjonslinje som dynamisk prosess med inngang q; og utgang py

5.21.2 Dynamisk modell

En dynamisk modell for trykket i rgret finnes ved a sette opp massebalansen og impuls-
balansen for oljen for et volumelement Adx hvor x er koordinaten langs rgret. For enkel-
hets skyld antas rgret a veere tapsfritt hvilket vil si at man ser bort fra friksjonskrefter
og lekkasje. Tettheten betegnes p(x,t), volumstrommen ¢(x,t) og massestrgmmen
w(z,t) = p(x,t)q(x,t) som vist i figur 5.48 Massebalansen er

%p(x)Adx = w(z) —w(z + dx)
= p(x)q(x) = p(x + dr)q(z + dr)

som gir

Op _ 10(pq) (5.317)

x r+dx

Figur 5.48: Volumelement

Vi innfgrer sa lydhastigheten
c= b (5.318)
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og den karakteristiske impedans

Ved a sette inn dp = (p/5)dp fas
b _ ., 8q q Op
ot Y0r A0z
Impulsbalansen er
olp(r)()] ,
ot

Dette gir
5‘p +p 9q _ 40 q9pg) padq
875 875 or A O A Ox

Innsetting av ¢, zp og massebalansen (5.317) gir
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(5.319)

(5.320)

=p(x)A —p(x +dx)A + %[p(x)qz(a:) — p(z +dx)¢*(z + dz)] (5.321)

(5.322)

(5.323)

Omkring null hastighet, dvs. omkring ¢ = 0 kan masse og impulsbalanse tilnsermes med

[7,s. 321]
op dq dq c Op
ot 06:6 & ot 20 Ox
Ved a kombinere masse- og impulsbalanse fas bglgeligningen
Pp 10 _
0x?  2ot2
Laplacetransformasjon gir
Pp L .
o2 2P~
som har lgsning
Tsx —T'sx
p(z,s) = Cyexp — + Cyexp
14 L
hvor , ,
1
TPy |P
c 2 A 16
er bglgeforplantningstiden langs rgret. Videre er
1 Tsx —T'sx
=——|C — —C.
a(z,5) = ——[Crexp 2 exp —;—]
siden
(z,5) = _c o
0% 5) = 529 Ox

Konstantene C og C5 finnes ved x = 0 av p; = C1 4+ Cs og ¢1 =

1 1
Cy = 5(291 —2q) og Cy= 2( 1+ 20q1)

Ved x =/ fas )
q2(s) = cosh(T's)q1(s) — = sinh(7's)p1(s)
0

pa(s) = —zosinh(7T's)qy(s) + cosh(T's)pi(s)

(5.324)

(5.325)

(5.326)

(5.327)

(5.328)

(5.329)

(5.330)

—(Cy — Cy) /% som gir

(5.331)

(5.332)
(5.333)
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5.21.3 Transferfunksjon

Anta at rgret er koblet til et linesert passivt system med impedans 2y (s) i betydningen

pa(s) = 21(5)q2(s) (5.334)
Da er
1 ) zr,(s) cosh(T's) + zy sinh(7T's)
—(s) = =
7 %20 cosh(T's) + z1,(s) sinh(T's)
Spredningsrepresentasjonen finnes ved a sette a; = p; + 20¢; og b = p; — z0q; for
i € {1,2}. Med belastningsimpedansen z; blir som for elektriske transmisjonslinjer
spredningsfunksjonen fra a; til b; lik

(5.335)

b
gi(s) = a—l(s) = exp(—2Ts)gy(s) (5.336)
1
hvor
zr(s) -1
_ 20
gr(s) = TS) 3 (5.337)

er spredningsfunksjonen til impedansen z,(s)/zp. Som for elektriske transmisjonslinjer
ser vi at g;(s) er begrenset positiv for alle passive zy(s), og det fglger at prosessen med
padrag ¢; og maling p; er passiv for alle passive zp(s).

Vi betrakter fglgende spesialtilfeller:

1. Anta at impedanstilpasning benyttes slik at z; = zy. Da er transferfunksjonen

Plis) = 2 (5.338)
il

mens spredningsfunksjonen er
g1(s) =0 (5.339)

Her absorberes innkommende bglge i belastningsimpedansen.

2. Vi antar sa at ¢o = 0 hvilket betyr at rgret er stengt ved x = ¢. Da er z;, = o0,
og transferfunksjonen er

b1 20

—(8) = ——=— 5.340

7 () tanh(7's) ( )
mens spredningsfunksjonen er

g1(s) = exp(—2T's) (5.341)

hvilket betyr at innkommende bglge reflekteres.

3. Til slutt antar vi at p, = 0 hvilket betyr at oljen kan strgmme fritt gjennom
utlgpet. Da er z;, = 0 og transferfunksjonen er

2ﬂ(s) = 2o tanh(T's) (5.342)

q1

mens spredningsfunksjonen er
g1(s) = —exp(—2T's) (5.343)

hvilket betyr at innkommende bglge reflekteres med fortegnsskift.
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5.21.4 Energitap i transmisjonslinjen

Viskgs friksjon vil for dette systemet ha en innvirkning pa systemet som tilsvarer resis-
tansen r i elektriske transmisjonslinjer. Videre vil lekkasje virke pa tilsvarende mate som
admittansen g for den elektriske transmisjonslinjen. Systemet vil fortsatt ha de samme
passivitetsegenskapene siden friksjon og lekkasje gir tap av effekt. Videre vil tapsleddene
fore til at de bglgevariable blir noe redusert i absoluttverdi gjennom transmisjonslinjen
i motsetning til det tapsfrie tilfelle hvor de bglgevariable kun blir tidsforsinket.

5.22 Telemanipulering med kraftrefleksjon

Ved telemanipulering, som er fjernstyring av manipulatorer, benyttes ofte en mas-
ter/slave lgsning hvor operatgren beveger et handtak festet pa en mastermanipula-
tor, og det er en elektromekanisk overfgring til slavemanipulatoren. Opprinnelig var
overfgringen fra master til slave mekanisk ved bruk av stag og wire, og slavens beveg-
elser var identisk med masteren. Denne type master/slave manipulatorer ble brukt for a
handtere radioaktivt materiale og i laboratorieforsgk hvor den menneskelige operatgren
ikke matte komme i kontakt med prgver, enten av hensyn til operatgrens helse eller til
provens kvalitet. Ved denne oppkoblingen vil operatgren kjenne kontaktkrefter i mas-
teren nar slaven stgter borti en gjenstand som f.eks. en bordkant eller et objekt som
skal gripes. Dette skjer ved at kontaktkraften mellom slave og omgivelser overfgres til
masteren over den mekaniske overforingen. Dette kalles gjerne kraftrefleksjon.

I nyere master/slave-systemer skjer overfgringen av posisjons- og hastighetskom-
mandoer fra master til slave og kraftsignaler fra slave til master gjennom en datamaskin,
og slaven er drevet av likestrgmsmotorer. Dette gir gode muligheter for forbedring i
ytelse, men det viser seg at ustabilitet kan oppsta ved kraftrefleksjon hvis tidsforsink-
elsen i systemet blir for stor. Dette er et problem allerede ved en tidsforsinkelse pa 40
ms.

Dette problemet ble undersgkt i [2] og resultatene her er basert pa dette arbeidet.
Operatgren som beveger masteren tilfgrer systemet effekt P som er produktet mellom
kraft F}, mellom hand og master og hastighet v,, av masterens handtak, dvs. P = Fjv,,.
Energien som operatgren tilforer systemet i et tidsintervall [0, T er dermed

E= /O B (t)dt (5.344)

Operatgren vil forvente at systemet er passivt. I denne sammenheng betyr dette at
uansett hvordan operatgren beveger masteren, sa vil ikke systemet kunne generere
energi internt og returnere dette til operatgren. Derfor ma energien —F som systemet
overforer til operatgren ikke veere stgrre enn initiell energi lagret i systemet. Dette kan
uttrykkes ved

/0 LB yom(D)dt > —V(0) (5.345)

hvor V(0) betegner initiell energi i systemet.

Passivitet er alltid sikret nar en mekanisk overfgring blir benyttet siden slaven i dette
tilfelle blir drevet av muskelkraften til operatgren, og det er ingen interne energikilder
i systemet. I nyere systemer er det imidlertid motorer i slaven, og det avhenger av
regulatoralgoritmene om systemet kan generere energi internt.
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Vi skal i det fglgende kun se pa translasjon i en retning. Masteren har masse m,,,
og kraften fra overfgringen pa masteren betegnes F},. Newtons lov for masteren blir

MmO = Fjy — Fo (5.346)

Slaven har masse mg og hastighet vy, kraften fra overfgringen pa slaven betegnes Fy, og
kontaktkraften fra omgivelsene pa slaven betegnes F,. Dette gir

msvs = Fy — F, (5.347)
Ved en ren mekanisk overfgring er
F,=F, og v,=uv, (5.348)
og dermed
(M, + mg)0y, = Fy, — F, (5.349)

og operatgren kjenner kontaktkraften F, mellom slaven og omgivelsene.

Vi skal sa se pa tilfellet hvor slaven er drevet av en likestrgomsmotor med elektro-
nisk overfgring av hastighetsreferansen vy og posisjonsreferansen xy til slaven, og av
kraftsignal F;, til masteren.

Hvis det ikke er tidsforsinkelse, kan man benytte masterens hastighet og posisjon
som referanse til slaven slik at

vo(t) = v (t) (5.350)

En PD-regulator benyttes for styring av slavens motorer:
Fs, = Ky(xg — z5) + Ds(vg — vs) (5.351)

Kraftrefleksjon oppnas ved a sette opp et motormoment Fj, i masteren som er likt
kraftpadraget F§ i slaven:
F,.(t) = Fy(t) (5.352)

Dette systemet er passivt med en mekanisk ekvivalent som vist i figur 5.49 hvor overfgr-
ingen mellom master og slave er en fjeer med fjeerkonstant K i parallell med en demper
med dempekoeffisient D.

Vi antar sa at det er en tidsforsinkelse 7 i overfgringen. Det er blitt forsgkt a bruke

vo(t) = v (t — 7) (5.353)
og en PD-regulator
Fy = Ky(zg — z5) + Ds(vg — vg) (5.354)
og kreftrefleksjon ved
Fo(t) = F(t—71) (5.355)

Dette er den samme reguleringsstrukturen som det man benytter uten tidsforsinkelse,
bortsett fra at hastighets- og posisjonsreferansen blir forsinket i overforingen fra master
til slave, mens den reflekterte kraften blir forsinket i overferingen tilbake fra slave til
master. Det resulterende systemet er ikke passivt. Vi skal ikke vise dette i detalj her,
men det kan forstas ut fra at det ikke fins noen passiv mekanisk toport som gir en ren
tidforsinkelse i overfgring av kraft og hastighet, pa samme mate som det ikke fins noen
passiv elektrisk toport som gir en ren tidsforsinkelse av strgm og spenning.
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My, ms [ Fe
— v,
K
2) VNV
My ms [ F.
— =
| > Um, D I—»—
K
3) 20, T
My ms [+ F.
— =
| > Um, D I—»—

Figur 5.49: Mekaniske ekvivalenter for telemanipulering med kraftreflieksjon fra slave
til master. I 1) er overforingen mekanisk, og operatoren kan kjenne reaksjonskrefter
pa slaven i handtaket. I 2) er en mekanisk ekvivalent vist for et system hvor signalene
overfares via en datamaskin uten tidsforsinkelse. Slaven drives av likestromsmotorer
som er styrt med PD-requlatorer. Ogsa her oppnas kraftrefleksjon fra slave til operator.
I 3) er en mekanisk ekvivalent vist for et system med overforing av signaler via en data-
maskin med en tidsforsinkelse lik . Lgsningen oppnas ved at bolgevariable overfares.
Den mekaniske ekvivalenten bestar av en hydraulisk transmisjonslinje med karakteris-
tisk impedans zy og bolgeforplantningstid T i serie med en mekanisk ekvivalent for en
PD-regulator. Kraftrefleksjon oppnas ogsa for dette systemet.

Imidlertid fins det en passiv mekanisk toport som overfgrer bglgevariable som en
ren tidsforsinkelse 7, nemlig en tapsfri transmisjonslinje. T [2] ble det derfor foreslatt a
innfgre bglgevariable

am = Fy + 200, 0g by = Fry — 20U (5.356)

for master-siden og
a; = Fy, — zgvg og by, = Fy + 29 (5.357)

for slave-siden hvor 2z, € R er karakteristisk impedans for transmisjonslinjen. Ligningene
for transmisjonslinjen er gitt av (5.297) og (5.298) som her gir

bs(s) = e am(s) og bm(s) = e as(s) (5.358)

Dette gir
bs(t) = am(t — 7) = Fs(t) + zovo(t) = Fp(t — 7) + zovp(t — 7) (5.359)
b(t) = as(t — 7) = Fo(t) — zoum(t) = Fy(t — 7) — 2ov0(t — 7) (5.360)
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Vi kan dermed oppna passivitet ved a benytte overfgringen
1
Vo(t) = vt —7) + —[Fin(t — 1) — Fi(t)] (5.361)
20

av referansen sammen med en PD-regulator
Fy, = Ky(xg — z5) + Ds(vo — vs) (5.362)
mens kraftrefleksjon oppnas med
Fou(t) = Fs(t — 7) + 20[vm(t) — vo(t — 7)] (5.363)

Denne Igsningen er passiv, og den mekaniske ekvivalenten har en transmisjonslinje som
kan tenkes a veere en hydraulisk transmisjonslinje med et kompressibelt fluid som vist
i figur 5.49.

5.23 Streng positiv reell”

I reguleringsteknisk litteratur er begrepet streng positiv reell mye brukt. Det er
presentert en rekke definisjoner for dette begrepet ved bruk av frekvensrespons, trans-
ferfunksjon og tilstandsromformuleringer. Her presenteres de vanligste definisjonene og
sammenhengen med passivitet og streng passivitet.

Gitt et linesert tidsinvariant system X som representeres med en styrbar og ob-
serverbar tilstandsrommodell

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (5.364)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (5.365)
og en transferfunksjonsmodell
y(s) = H(s)u(s) (5.366)
H(s)=D+C(sI-A)'B (5.367)

hvor ¢ € R" og u,y € R™. (A, B,C, D) kalles interne parametere for Y. Vi antar
at 1) N(B) = {0} hvor N(B) er nullrommet til B, eller 2) m < n og B har full
rang. Dette er ekvivalent med at minste singuleerverdi for B er stgrre enn null. De
folgende ligninger hvor P = PT > 0, P,L € RV, Q € R™ ", W & R™™ betegnes
Kalman-Yakubovitch ligninger:

ATP+PA = -Q'Q-L (5.368)
B'"P-C = wW'Q (5.369)
wW'w = D+ D7 (5.370)

Vi definerer videre et system X som har interne parametere (A, B, Q, W) og trans-
ferfunksjon
T(s)=W +Q(sI - A)"'B (5.371)

Vi skal na presentere en rekke utsagn for systemet ) og sette opp implikasjoner og
eventuell ekvivalens mellom utsagnene. Utsagnene er presentert for multivariable sys-
temer, men utsagn formulert ved frekvensresponsen kan omformuleres til monovariabel
form ved a sette

H (jw) + H*(jw) = 2Relh(jw)] (5.372)
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Streng passivitet: Det fins en positiv konstant ¢ og en konstant [(xy) hvor
£(0) = 0 slik at for alle T > 0 og alle w

/OT u"()y(t)dt > B(xo) + 0 /O T (tyu(t)dt (5.373)

Streng positiv reell: Det fins en p > 0 slik at for alle w

H(jw—p)+H"(jw—p) =20 (5.374)

(Svakt) streng positiv reell: For alle w

H(jw) + H*(jw) > 0 (5.375)

. Passivitet: Det fins en konstant 5(x() hvor 5(0) = 0 slik at for alle 7" > 0 og

alle u

[ w0yt > o) (5.376)

. Det eksisterer en § > 0 slik at for alle w

H(jw) + H*(jw) > 61 (5.377)
. For alle w
H(jw) + H*(jw) >0 (5.378)
0g
lim W’[H(jw) + H*(jw)] > 0 (5.379)

2 oppfyller Kalman-Yakubovitch ligninger med L = 2uP for en konstant g > 0.

. Det fins en Q som oppfyller betingelsen (A, Q) er observerbar® slik at X oppfyller

Kalman-Yakubovitch ligninger med L = 0.
X oppfyller Kalman-Yakubovitch ligninger med L = 0.

For alle w
H(jw)+ H"(jw) >0 (5.380)

Det fins en p > 0 slik at Kalman-Yakubovitch ligninger med L = 0 er opp-
fylt for et system med interne parametere (A + pI, B,C, D) som tilsvarer en
transferfunksjonsmatrise H (jw — ).

Det fins en positiv konstant v og en konstant §(xg) hvor §(0) = 0 slik at for alle
T >0 og alle u

T
/ Ot (By(t)dt > B(o) (5.381)

0
Systemet X' beskriver en passiv elektrisk m-port hvor y; er spenning over terminal

1 0g u; er strgm inn pa terminal 7, hvor m-porten bestar av spoler, kondensatorer
og motstander.

5(A, Q) er observerbar betyr at prosessen (t) = Az(t) + Bu(t) med malingen n(t) = Qx(t) er
observerbar.
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14. Systemet Y beskriver en passiv elektrisk m-port hvor y; er spenning over terminal ¢
og u; er strgm inn pa terminal 7, hvor m-porten bestar av spoler, kondensatorer og
motstander og ingen kondensatorer eller spoler er tapsfrie, dvs. alle kondensatorer
er i parallell med en motstand og alle spoler er i serie med en motstand.

Da oppfyller utsagnene
15

Y

2856071l 12 14

%
3< 8

¥
4191013

Vi skal her vise noen av implikasjonene. De gvrige er vist i [41] og [40] Forst gjor vi
folgende utregning:

H(jw)+ H*(jw) = D+ D"+ C(jwl — A)"'B + B'(—jwl — A")"'C”

= W'W +(B'"P-W'Q)(jwIl — A)"'B
+BY(—jwI — AT (PB - Q"W)

= W'W + BT (—jwI — A")[(—jwI — AT)P
+P(jwI — A)|(jwI — A)'B
~WTQ(jwI — A)"'B — BY(—jwl — A")"'Q"W

= W'w
+B" (—jwl - A")(Q'Q+ L)(jwI — A)'B
~-WTQ(jwI — A)"'B — BY(—jwl — A")"'Q"W

= W' -B'(—jwl - A")'Q"][W - Q(jwI — A)"'B]
+BY(—jwI — AN 'L(jwI — A)'B

= T*(jw)T(jw)
+BT(—jwIl — AT 'L(jwI — A)"'B (5.382)

Vi finner da:

e 9=10: Hvis L = 0, sa gir (5.382) H(jw) + H*(jw) = T"(jw)T (jw). Siden
enhver matrise av formen M*M er positiv semidefinit hermitisk” impliserer dette
at H*(jw) + H (jw) > 0.

e 8=3: Det er antatt at X er styrbar, hvilket vil si at (A, B) er styrbar. Hvis
(A, Q) er observerbar, sa er Xp styrbar og observerbar, og dermed har T'(jw)
som gitt av (5.371) full rang for alle w. Dette impliserer at T'(jw)*T'(jw) > 0 for
alle w. Siden L = 0 er dermed H"(jw) + H (jw) > 0 for alle w.

"IN € C™*™ er positiv semidefinit hermitisk hvis v* Nv > 0 for alle v € C™, og vi skriver N > 0.
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e 7=2: Hvis L =2uP, sa finner vi at

ATP+PA=-Q'Q-L (5.383)

Y
(A—pu)'"P+P(A—ul)=-Q'Q (5.384)

Vi definerer systemet X', med interne parametere (A — pl, B,C, D). X, har da
transferfunksjonsmatrisen

H(s) = D+CJ[sI - (A—ul)]'B
= D+C[(s—u)I—-A'B
= H(s—pu) (5.385)

Vi ser fra (5.384) at X, oppfyller utsagn 9. Dette impliserer at X, oppfyller
utsagn 10. Siden H(s) = H(s — p) er dermed H*(jw — p) + H (jw — p) > 0 for
alle w.

Bevis for at frekvenskriteriene impliserer Kalman-Yakubovitch ligninger er grovt
sett basert pa at enhver positiv reell transferfunksjon H(s) har en spektral fak-
torisering

H"(—s)+ H(s) = G'(—5)G(s) (5.386)

som pa jw-aksen har formen
H"(jw) + H(jw) = G*(jw)G(jw) (5.387)

Som eksempel pa dette har vi at hvis vi setter L = 0, sa er G(s) = T(s) en
mulig faktorisering. Man kan sa vise at en styrbar og observerbar representasjon
av G(s) pa tilstandsromform tilfredsstiller ligninger som kan transformeres over
til Kalman-Yakubovitch ligninger.



Kapittel 6

Passivitet for ulineasere systemer

6.1 Vektorromformulering

Teorien om passive systemer er meget nyttig i analyse av en viktig klasse ulineaere sys-
temer. For ulinezere systemer kan man ikke bruke frekvensanalyse som er det viktigste
analyseverktgy for tidsinvariante linesere systemer. I stedet kan man basere seg pa en
vektorromformulering ved bruk av funksjonsrommet L. En innfgring i den ngdvendige
teori for dette er presentert i det folgende. Dette stoffet er basert pa [9, 40]. God
stottelitteratur finnes ogsa i f.eks. [27]. Vi skal her betrakte indreproduktrommet Lo
som bestar av reelle funksjoner x(t), t € [0, 00), som er slik at integralet

/ C2Wd e im [ 220t
0 T—o00 Jo
eksisterer. Dette kan uttrykkes
Ly = {z| [§° 2*(t)dt < M for en M < oo} (6.1)

Indreproduktet av to funksjoner x,y € Ly er

) = [ ety (62)

mens normen av r er

lall = (o, 2)} = a*(t)an)® (6.3)
0
Av dette fremgar det at hvis ||z|| eksisterer, sa er x € Ly.

Eksempel 6.1 Gitt signalet

z(t) =€’ (6.4)

Normen er . .
|z = [/0 e i)t = 52 (6.5)
Dette betyr at x € Lo. [ |

Ustabile prosesser kan ikke beskrives i Ly siden utgangen pa et ustabilt system ikke
har en norm definert i Ly. Det er derfor behov for a definere en utvidelse av Ly slik at
ogsa signaler som gar til uendelig kan beskrives.

175
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Vi introduserer den avkortede funksjonen

xz(t) hvist <T

0 ellers (6.6)

op(t) = {

som er lik z(t) for alle ¢ mindre eller lik 7', og deretter lik null. Et eksempel pa en
avkortet funksjon er vist i fig. 6.1.

Figur 6.1: En funksjon x(t) og den avkortede funksjonen xr(t)

Det er klart at

lerll =1 wh@dnt = ([ (1)

NI

<[ a0t = |a

hvilket impliserer at
[zl < 2|

Dette betyr at © € Ly = xp € Ly for alle T' > 0.
Vi kan na introdusere en utvidelse av rommet L, som betegnes Lo.. Dette er rommet
av alle funksjoner som er slik at den avkortede funksjonen ligger i Lo, dvs.

Loe = {z|xr € Ly for alle T > 0} (6.7)

Kommentar 6.1 Det utvidede rommet Lo, er et linesert rom som inneholder rommet
Ly som en delmengde. Lo er et normert rom og i tillegg et indreproduktrom, mens Lo,
er bare et linesert vektorrom som ikke kan gjores normert ([40] s. 275). ]

Eksempel 6.2 Funksjonen
z(t) = ¢ (6.8)

er gitt. Den avkortede funksjonen x7 har normen

lerll =1 #wan = [ ant = /3@~ 1) (6.9)

0

som er endelig for hver T'. Videre er det klart at
i [ler] = oc (6.10)

Dette betyr at © € Lo, mens x & L. [ |
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Ifplge Schwarz ulikhet [20] er

(@, yr)| < [lee]llyrl (6.11)

hvilket betyr at hvis =,y € Lo, sa eksisterer (xp,yr). Videre er det greit a vise at

L. ||zr|| er en monotont voksende funksjon av 7.

Dette vises som fglger: Anta at 77 < T5. Da er

2 o,
lonl? = [ ()t

I
S—
e
8
V)
=
QL
~
+
e
8
V)
=
QL
~

> an|?

2. Hvis limy_, ||27|| eksisterer, sa er © € Ly og grenseverdien er ||z|.
Dette fplger av definisjonen pa [5°(-)dt
T 1
[ lim 22(t)dt]? = lim ||z
T—o0

T—00 /0

>

2l = [ " a*(t)an)’
3. For alle z,y € Lo, defineres (z,y)r ved
(z,y)r = (xr,yr) = (2, y1) = (21, Y)
Dette folger direkte av definisjonen pa indreproduktet og avkortede funksjoner.

Eksempel 6.3 Parsevals teorem kan skrives

1

(@) = o

| e Geyd (6.12)

for reelle signaler =,y € Lo hvor z(t) og y(t) er null for ¢ < 0. For normen av x gjelder

|]|? = = — / 2(jw)|dw (6.13)
som fremkommer ved a sette x = y.

For reelle signaler 7,y € Ly gjelder

1

- / O:o o)y (jw)dw (6.14)

<$,y>T = <1‘T,y> = o )

Tilsvarende fas ved a sette y = xr folgende resultat for normen av xr:

lerl? = {er,ar) = o [ ler(io) Pdo (6.15)



178 Kapittel 6. Passivitet for ulineere systemer

Teorern 6.1 Gitt det linesere tidsinvariante systemet y(s) = h(s)u(s) hvor h(s) er
proper!. Da gjelder: u € Ly = y € Ly hvis og bare hvis alle polene til h(s) ligger i det
apne venstre halvplan.

Bevis: Anta u(t) = 0 for alle t. Da er u € Ly. Hvis det er en eller flere poler i hgyre
halvplan, vil y(¢) ga til uendelig med passende begynnelsesbetingelser. Hvis alle polene
ligger i det apne venstre halvplan unntatt en pol som ligger i origo, vil y(t) = ¢ # 0 for
passende begynnelsesbetingelser. Hvis det er komplekskonjugerte poler i s = +jwy, sa
er y(t) = coswyt for passende begynnelsesbetingelser. I disse tilfellene er y ¢ Lo, mens
u € LQ.

Hvis derimot alle polene ligger i det apne venstre halvplan, vil (se bevis av teorem
A1)

/ Ih(t)]dt < o0 (6.16)
Fouriertransformasjonen
h(jw) = / h(t)e<tdt (6.17)

eksisterer i sa fall (se f.eks. [21]), slik at Fouriertransformasjonen til y(t) er y(jw) =
h(jw)u(jw). Normen til y oppfyller

1

Iyl = [yt = o= [~y Gw)ds (618)

hvor den andre likheten fglger av Parsevals teorem. Dermed er

1 oo ,
Il = 5= [ IhGe)Pluto)do < maxlib(o)l)s- [~ JuGe)Pds (619)

og det fglger at
[yl < max[|A(jw)]|[ull (6.20)

Siden h(s) er proper og har alle polene i det apne venstre halvplan er |h(jw)| begrenset.
Det folger dermed at u € Ly = y € Lo. [ |

Et signal som ligger i Ly trenger ikke ngdvendigvis konvergere mot null nar ¢ gar til
uendelig. Et eksempel pa dette er:

Y

1 2 3 4 > t

Figur 6.2: Funksjon som ligger i Ly, men hvor x(t) ikke konvergerer til null nar t gar
til uendelig

ITransferfunksjonen h(s) er proper hvis antall poler er stgrre eller lik antall nullpunkt.
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Eksempel 6.4 Gitt funksjonen vist i figur 6.2 hvor

. < L
x(t):{ 1 hvisn<t<n+

n2
0 ellers (6:21)
for alle positive heltall n. Da er
2

/OOO d(tPd =3 L = % (6.22)

2
n=1 n

Hvor summen av rekken finnes i [12]. Dette betyr at x € Lo, men x(t) konvergerer ikke
nar ¢t — 0o. ]

Ved a innfore ekstra betingelser pa signalet x kan vi vise at signalet konvergerer til null.
For a vise dette trenger vi fplgende lemma som betegnes Barbalats lemma ([30, 35]):

Lemma 6.1 Hvis f(¢) er reell og uniformt kontinuerlig for ¢ > 0, og hvis grenseverdien

t
Jim /0 f(r)dr (6.23)
eksisterer og er endelig, sa er
tlim f(t)=0 (6.24)

Bevis: Anta at f(t) ikke gar til null nar ¢ — oco. Da eksisterer det en uendelig ubegrenset
folge {t,.} og en € > 0 slik at |f(¢;)| > € for alle 4. Siden f er uniformt kontinuerlig, sa
eksisterer det ifglge definisjonen av uniform kontinuitet en konstant k slik at

|f(t) = f(t)] < k[t — 1]
for alle t > 0, t; > 0. Trekantulikheten for reelle tall gir
|f() — fFOI+[f@O)] = [f(L)]

4
[f(O)] = e = [f(t) = f(t:)]

siden |f(t;)| > €. Ved a integrere denne ligningen over intervallet [¢;,t; + 6] hvor § > 0,
fas

ti+o
/ f(r)|dr > 6 — ko?/2
t;
Ved a velge 6 = ¢/k far vi
ti+9o
[ 1) = )2
t;

for alle ¢;. Med dette forholdet mellom k og 0 kan ikke f(¢) skifte fortegn over inte-
grasjonsintervallet, og fglgelig er

ti+0 ti+6
[ = [ @ = o2

for alle #;. Dette motsier antagelsen om at limy_ ., fy f(7)d7 er endelig. [
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Korollar 6.1 Hvis z € Ly og x og & er begrenset, sa vil

lim x(t) =0

Bevis: La f(t) = x(t)%. Daer
f(t) =22(t)3(t) < oo

siden z og i er begrenset. f er derfor begrenset, hvilket impliserer at f er uniformt
kontinuerlig. Siden x € L, er grenseverdien i lign. (6.23) lik ||z]|?>. Dermed oppfyller
f(t) betingelsene i lemma 6.1, og resultatet folger. u

Korollar 6.2 Hvis x € Ly og x er uniformt kontinuerlig, sa vil

lim x(t) =0

t—o00

Bevis: Anta at x er uniformt kontinuerlig. Da fins det en konstant k < oo slik at

for alle 1, t9, og @ er begrenset siden |i(t)| < k for alle ¢. Vi skal na vise at hvis i tillegg
x € Lo, sa er ogsa x begrenset. Anta at det fins en 7T slik at (7)) > M > 0. Da folger
det av (6.25) at

& (6.26)

Dermed er
el = [~ a0y > [ o= ar (6.27)
0

og det fglger at M ma veere endelig, som igjen impliserer at = er begrenset. Det fglger
da av korollar 6.1 at lim; . z(t) = 0. [ |

Pastand 6.1 Anta at x,4& € Ly. Da er z(t) begrenset og i tillegg gjelder limy_,, z(t) =
0.

Bevis: (Som skissert i [9] s. 186.) Schwarz ulikhet for intervallet [0, T gir

[ ewia < ([ 2@ani [ i

]| ]| &[| 7
< =l
< oo (6.28)

For et intervall [t1, 1] gir Schwarz ulikhet

| : r(n)i ()] < ([ " 20 ( / " 20t (6.29)

t1 t1
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Siden
([ #*@dt = el og ([ @t — |

nar T — oo, fglger det at for enhver ¢ > 0 sa fins det en T, slik at T, < t; < ts
. . ta 92 1 ta 92 1 .. . .
impliserer at ([;? z*(t)dt)2 < e og ([, 2%(t)dt)2 < €, som igjen impliserer at

t
[ a()i)dt] < &
t1
Dermed ma | f/* z(t)i(t)dt| — 0 nar T, — co. Siden

FRECEOUE ‘/((>) wdr] = |5 [a(12) — (1) (6.30)

folger det at z2(t) og dermed z(t) konvergerer nar t — oo. Siden det er antatt at
x € Ly, ma x(t) konvergere til null.
I tillegg har vi fra (6.29) og (6.30) at

I%[ﬂf?(tz) — 2 (t1)]] < [l2ll[|%] (6.31)

for alle t1,t5 > 0 og spesielt for {5 — co. Dette sammen med lim;_,, z(t) = 0 betyr at
x(t1) er begrenset for alle t; > 0. ]

Teorem 6.2* Gitt et linesert, tidsinvariant system y(s) = h(s)u(s) med rasjonell trans-
ferfunksjon A(s). Anta at |h(s)] — 0 nar |s| — co. Da gjelder: h(s) har alle polene i
det apne venstre halvplan hvis og bare hvis

/0 T h(b)]dt < oo (6.32)
Hvis lign. (6.32) er oppfylt, gjelder i tillegg:
u€Ly=y € LyNLy,y € Lo (6.33)
hvor
Lo, = {z] |z(t)] < M for alle t og for en M < oo} (6.34)

Videre er y kontinuerlig, og y(t) — 0 nar ¢t — oo.

Dette er vist i [9]. ]

Ut fra denne terminologien kan en alternativ formulering av definisjonen av passivi-
tet presenteres:

Definisjon 6.1 Et system med inngang u € Lo, og utgang y € Lo, er passivt hvis det
eksisterer en konstant  slik at

(y, u)r > B, Yu € Ly, VT >0 (6.35)
og strengt passivt hvis det i tillegg eksisterer en § > 0 slik at
(y, u)p > d|jul|% + B, Yu € Lo, VT >0 (6.36)
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La x og y veere m-dimensjonale vektorer. I dette tilfelle defineres indreproduktet
ved

(@, y) = /0 T 2Ty (b)dt (6.37)

og normen ved

||| = (x,x)? (6.38)

Indreproduktrommet L' defineres ved
Ly = {af /°° 2 (1)&(t)dt < M for en M < oo} (6.39)
0

Avkortede funksjoner og det utvidede rommet L3} defineres pa tilsvarende mate som
for monovariable systemer.

Definisjon 6.2 Et system med padragsvektor w(t) € L3 og maling y(t) € L er
passivt hvis det eksisterer en konstant g slik at

(y,u); > B, Yu € L, VT >0 (6.40)
og strengt passivt hvis det i tillegg eksisterer en 6 > 0 slik at
(y,u), > §|lul|3 + 8, Vu € LY, VT >0 (6.41)

6.2 Passive operatorer

Vi skal i det fglgende benytte en operatorbeskrivelse av dynamiske systemer for a utvikle
resultater for pavisning av stabilitet av ulinezere systemer ved bruk av passivitet. Vi
betegner inngangen til et system med u og utgangen y og antar at u € Lo, 0g y € Lo,.
Operatoren H : Lo, — Lo, beskriver et dynamisk system ved y = Hu. Utgangen ved
tidspunkt ¢ skrives y(t) = (Hu)(t). Dette er vist i figur 6.3.

u(?t) y(t) = (Hu)(?)

— > H

Figur 6.3: Prosess beskrevet med operator H

Definisjon 6.3 Operatoren H sies a veere passiv hvis det eksisterer en [ slik at
(u, Hu)y > 8 (6.42)
for alle T'> 0 og alle u € Lo.. H er strengt passiv hvis det i tillegg eksisterer en § > 0
(u, Hu)y > ollullz + 5 (6.43)

for alle T' > 0 og alle u € Lo,. [ |
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Anta at systemet har tilstandsvektor @ € R", og at initialtilstanden er (0) = x,.
Da vil operatoren ‘H avhenge av @, og iblant skrives H = H(x). Utgangen som svarer
til initialtilstanden xq og padragsforlopet w blir da y = H(xo)u. Passivitetsulikheten
kan da skrives (u, H(xo)u); > B(xo) siden ogsa [ avhenger av . Spesielt gjelder det
at hvis V' er energifunksjonen til systemet som beskrevet i teorem 5.1, og & = 0 svarer
til V =10, sa er 5(0) = 0.

Eksempel 6.5 Gitt prosessen i figur 6.4 hvor

(t) = —ax(t) + u(t) (6.44)

y(t) = ola(t)] (6.45)

hvor a er en positiv konstant.

L’?_—'ﬂ T

Figur 6.4: Tidskonstant med sektorulinearitet pa utgangen

Y
Y

A

Vi sier at ¢ € sector[ky, ko] hvis

hvilket vil si at kurven ¢(z) ligger mellom linjene kjx og kox. Dette er illustrert i
figur 6.5. Spesielt sier vi at ¢ € sector|0, 00) hvis grafen til ¢(z) ligger kun i forste og

Figur 6.5: Sektorulinearitet

tredje kvadrant.
Prosessen gitt ved (6.44) og (6.45) er passiv hvis ¢ € sector|0, 00). Dette vises som
folger: For alle T' > 0 og for alle u € Lo, er

<y7u>T = <¢<x)7u>T
(p(x), %+ azx)p

Sl ()]E(t)dt + a /0 ol (](t)dt (6.47)

I
S~
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Siden ¢ € sector|0, 00) er ¢[x(t)]x(t) > 0 for alle z(t). Dermed er det siste integralet i
ligningen stgrre eller lik null, og ulikheten

by > [ oo (6.45)

fremkommer. Vi utfgrer na et variabelskifte i integralet ved a benytte &(t)dt = dzx, og
far

z(T)
(y,u)p = /x(o) ¢(x)dx = [x(T)] — [x(0)] (6.49)

hvor

2(6)2 [ o(a)de (6.50)

0

Siden ¢ € sector|0, 00), sa er ®(£) > 0 for alle £, hvilket betyr at

{y, u)p = —@[z(0)] (6.51)
Systemet er dermed passivt. [ |

k(t) k(t)

u(t) Py y(t

Figur 6.6: Prosess med tidsvarierende forsterkning k(t) pa inn- og utgang

Eksempel 6.6 Gitt en operator H : Ly, — Lo.. La K : Ly, — Lo, veere en tidsvari-
erende forsterkning slik at

(ICu)(t) = k()u(t) (6.52)

hvor k(t) er en begrenset funksjon av ¢. Operatoren KHIK beskriver da prosessen H
med forsterkning k(t) pa inn- og utgang som vist i figur 6.6. Her er

(ICHICu)(t) = k(t)[(HIu)(t)] (6.53)
Da gjelder:
1. Hvis H er passiv, sa er ICHIC passiv.
2. Hvis H er strengt passiv og |k(t)| > k > 0 for alle ¢, sa er IKHIC strengt passiv.

Dette vises som fglger: Hvis H er passiv, sa fins det en [ slik at for alle T > 0 og alle
u € Lo, gjelder
(u, Hu), > (6.54)

Spesielt ma dette gjelde for u = ICe for alle e € Ly.. Dermed er

(Ke, HICe) > 3 (6.55)
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Na er

B < (Ke, HKe), =

= (e, KHKe), (6.56)

og dermed er IKHIC passiv.
Hvis H er strengt passiv, sa fins det i tillegg en § > 0 slik at

(u, Hu)yp > 6lull7 + 8 (6.57)
Som over far vi med v = Ke
(ICe, HICe) > §||Ke||3 + B (6.58)

og at (Ke, HKe), = (e, KHKe),. Hvis |k(t)| > k > 0 for alle ¢, sa er

T T
152 :/ k(1) 2e(t)2dt > ,-@2/ e(t)2dt = 2|2 (6.59)
0 0
og dermed har vi
(e, KHICe) > 8 [el2 + 6 (6.60)
hvilket betyr at KKHIC er strengt passiv siden &' = dx* > 0. [ |

Definisjon 6.4 Operatoren H : Ly, — Lo, sies a veere Lo-stabil hvis
€ Ly=Hu€ Ly
og det i tillegg eksisterer en v slik at
[Hull < ylfull (6.61)

for alle u € Ly. Den minste v som oppfyller denne ulikheten betegnes operatorens
Lo-forsterkning. [ |

For linesere systemer er Lo-stabilitet ekvivalent med BIBO-stabilitet [40].

Definisjon 6.5 Operatoren H : Lo, — Lg. sies a ha endelig forsterkning hvis det
eksisterer en endelig konstant v og en f slik at

[Hullr < Alullr + 58 (6.62)

for alle u € Lo, og alle T > 0. [ |
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Eksempel 6.7 For et linegert system y(s) = h(s)u(s) med alle polene i det apne venstre
halvplan gir

[yllr < ylullr + 8 (6.63)
ifglge Parsevals teorem
[ 10 Plur () Pdel? <91 Jur(jo) Pl + 278 (6.64)
Dette er oppfylt hvis
h(w) <~ Vw (6.65)

for passende v > 0. Hvis h(s) er proper og alle polene er i det apne venstre halvplan har
alltid |h(jw)| en gvre begrensning. Lo-forsterkningen til systemet, som er den minste
mulige verdien for v, er

7 = max[|(jw)| (6.66)

Et eksempel pa dette er vist i figur 6.7.
Ser man kun pa den stasjonere lgsningen, sa er 5 = 0 og systemet er Lo-stabilt med
forsterkning v = max,,[|h(jw)]].

Figur 6.7: Eksempel som viser v som maksimumsverdien til absoluttverdien til frekvens-
responsen

Eksempel 6.8 Enkle eksempler pa prosesser som er passive, men som ikke har endelig
forsterkning er hi(s) = s hvor |hy(jw)| = w — 00 nar w — oo, og ha(s) = 1/s hvor
|he(jw)| = 1/w — oo nar w — 0. ]

u(t)

—— ()

y(t

Figur 6.8: Prosess som bestar av en sektorulinearitet
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Eksempel 6.9 En prosess bestar av kun en sektorulinearitet
y(t) = ¢lu(t)], ¢ € sector[ky, ks (6.67)

som vist i figur 6.8, hvor k; < ky oppfyller

(oude = [ wltyolu(o)de (6.63)
for alle T > 0 og alle u € Lo,. Siden u(t)p[u(t)] > kyu(t)? er
(y.u)p > kaflull7 (6.69)

Prosessen er altsa passiv hvis k; > 0 og strengt passiv hvis k; > 0. Dette resultatet
gjelder ogsa for ¢ € sector|ky, 00).
Videre oppfyller operatoren H : Ly, — Lo definert ved y = Hu og (6.67)

T T
[Hallr = [ olu(®)dt < ks [ u(t)it = koullr (6.70)
hvilket betyr at hvis ko er endelig, sa har operatoren H endelig forsterkning, og i tillegg
er den Ls-stabil. [
Up €1 H, Y1
Y2 H, €2 U

Figur 6.9: Tilbakekoblet prosess

Et tilbakekoblet system er vist i figur 6.9 hvor forovergrenen er gitt av en operator
H, : Lse — Lo og tilbakekoblingsgrenen med en operator Hs : Lo — Lo, slik at

€1 = U1 — Y2 (671)
€9 = Ug + Y1 (672)
1= Hie (6.73)
Y2 = Haey (6.74)

Definisjon 6.6 Gitt systemet (6.71-6.74). Systemet sies a vaere Lo-stabilt hvis uy, ug €
Loy = y1,y2 € Ly og det i tillegg eksisterer en v slik at

lyall® + Nyl < 2 (luall? + fluel?) (6.75)

for alle uq,us € Lo. [ |
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Pastand 6.2 Gitt systemet (6.71-6.74). Anta at systemet er Lo-stabilt. Da vil uy, uy €
Ly = e1,e5 € Ly og i tillegg eksisterer det en ~, slik at

lleal|” + [leal® < 22 (luafl* + flus|?) (6.76)
for alle uq,us € Lo.

Bevis: Fra (6.71), (6.72) og trekantulikheten finner vi

lex]l = [lur +yull < fluall + [lgall < (L4 3)/ Nuall® + fluel]? (6.77)
leall = lluz + g2l < fluzll + llyall < (L4 3)y/llusll* + [Juz|]? (6.78)
Dermed er
lex]l* +lle2ll* < 2(1+7)*(llua|* + [u21?) (6.79)
og resultatet er oppfylt med 7, = v/2(1 + 7). u

6.3 Passivitet og stabilitet

Teorem 6.3 Gitt systemet (6.71-6.74). Anta at det eksisterer konstanter 0y, ds, €1, €2,

61, 62 slik at
(u, Hau)g > oullull7 + e[| Haull7 + 5y (6.80)

(u, Hau)y = Sallull7 + eol| Houll7 + By (6.81)
for alle T' > 0 og alle u € Lo, og at
€1+0d0>0 og e +0d >0 (6.82)
Da gjelder:
1. Hvis uy,us € Lo, sa er yi,ys € Lo.
2. Hvis i tillegg 51 = P2 = 0, sa er systemet Lo-stabilt.
Bevis*: Fra (6.71) og (6.72) ser man at
(y1,e1)p + (Y2, e2)p = (Y1, ur)p + (Y2, u2)p (6.83)
Fra passivitetsulikhetene (6.80) og (6.81) og ligningene (6.73) og (6.74) fremkommer
(y1,e1)p + (y2, e2)p > dilleall7 + eillyil|F + B1 + SallealF + e2llyallF + B2 (6.84)
Innsetting av (6.83) gir
(yrour)p + (Y2, u2)p > dillel|F + eillyall7 + Br + GallealiF + e2llyalF + B2 (6.85)

Ved & benytte sammenhengene |le1||% = (e1, 1), |leal|3 = (ea,e2)p, e1 = u1 — y1 og ez =
ug + yo fas

Sillexl|F + dalle2lld = S1(llyallF — 2{y2, wa)p + [Jun||7)
+ Sa(lyallF + 2y, u2)p + [Juzl|7) (6.86)
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Innsetting i (6.85) gir

=01 [[wr|[F — daluallF

(y1, (u1 — 202us2)) 7

(y2, (ug — 201u1)) 7

- BB (6.87)

(e1 + 02)|lynllF + (€2 + 61)lly217

+ + IA

Schwarz ulikhet og trekantulikheten gir
(Y1, (ur = 262u2)) p < |l ll7lluallr + 202 [y [l [|uz(l7

(y2, (u2 — 201u1))p < |ly2ll7lluzllr + 261[lyallr|lu1ll7

Dette resulterer i

(e1+ 82)lallF + (e2 + 0)w2llF < |0ulllullF + [S2]]|uszlF
+  Nyillrllvalle + 2[62]lly1 Iz |luz 7
+  Nly2llrllvallr + 2[61]ly2ll7|lui (|7
+ Bl + |52 (6.88)
Dette er en ulikhet av typen
2 2 2
a1p” — bip + azq” —baqg < d (6.89)
()
ay(p — b—1)2 + as(q — 2)2 < 2 (6.90)
2a1 209" T
N2
<y <, c (6.91)
—+— o0 — 4+ — .
P29 " ya ® =20 e

Her er p = ||y1]|% og ¢ = ||y2||% reelle variable,
a1=€1+d>0 og as=¢€+6 >0

by = |lurllr + 2|02|[|uzl|[r og b2 = |luz||lr + 2[d1||lu1 T
d* = |61 |||lwa 17 + |82 uz|lF + [B1] + | B2

og
b
2 2 142
=d —
c —|—a1(2a1) + asof

2)2
2@2
er reelle konstanter for gitte padrag u og us.

Hvis uy, us € Lo sa eksisterer ||ui]| og ||uz||. Da er ||ui|lz < ||ui]| og [|uz||r < |Juz]| for alle
T >0, og by, by 0og c er positive og endelige. Da ma ogsa p og ¢ veere endelige for alle T > 0
og spesielt nar T' — oo, og folgelig eksisterer ||y1|| og ||y2|| som igjen betyr at yi,y2 € Lo.

Lo-stabilitet for 81 = B2 = 0 er vist i [40]. [ |

Korollar 6.3 Gitt systemet (6.71-6.74). Anta at H; og H, er strengt passive. Da
gjelder:

1. Hvis uy,us € Lo, sa er yi,ys € Lo.
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2. Hvis i tillegg 51 = P2 = 0, sa er systemet Lo-stabilt.

Bevis: I dette tilfelle er 9; > 0 og d2 > 0 og €; = €5 = 0 og teorem 6.3 er oppfylt. [ |

Korollar 6.4 Gitt systemet (6.71-6.74). Anta at H; er strengt passiv og Lo-stabil,
mens Ho er passiv, dvs. det fins konstanter 6 > 0, v > 0 og (3, 55 slik at

(u, How) > OullF+ 5 (6.92)
[Haullr < Alullr (6.93)
(u,’ng>T Z ﬁg (694)

for alle T' > 0 og alle u € Ly.. Da gjelder:
1. Hvis uy,us € Lo, sa er yi,ys € Lo.

2. Hvis i tillegg 8 = B2 = 0, sa er systemet Lo-stabilt.

Bevis: For dette systemet er

1
lullr = ZHaullr (6.95)
La « € (0,6). Da kan passivitetsulikheten til H; skrives

(w, Hau)y = (6 —a)llullz +alullz + B
«
> (5—&)!\u!\%+?!\H1UH%+ﬁ (6.96)

Dermed er teorem 6.3 oppfylt med §; =0 —a, ¢ = ay 2, 63 = 0 og €3 = 0. u

Korollar 6.5 Hvis betingelsen pa ‘H; og H, byttes om i korollar 6.4, sa gjelder fortsatt
resultatene 1 og 2.

|
Eksempel 6.10 Gitt systemet
é(t) = Tn(t)er) (6.97)
n(t) = —%e(t)w(t) (6.98)
hvor
e(t)? +n(t)’ =1 (6.99)

for alle t. Vi betrakter w som padraget til systemet. De variable e og n er Eulerpa-
rametere eller kvaternioner for rotasjon om en fast akse med vinkelhastighet w. Hvis
0 er rotasjonsvinkelen slik at = w, s er e = sin(A/2) og n = cos(A/2). For generelle
rotasjoner er kvaternioner meget hensiktsmessige for analyse og design av regulatorer.
Padraget settes lik

w=Aeg —e) (6.100)
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€0 w

Y
Y

N[

Figur 6.10: Ulineer prosess med tilbakekobling

hvor eq er referansen til e. Det tilbakekoblede systemet er vist i figur 6.10.
Vi definerer operatorene Hq, Ho : Lo, — Lo, ved

e =Hw (6.101)
Ae = Hae (6.102)
Vi finner at
o, o) = ey = [ wltye(t)dt (6.103)
—- 9 /OT qdt (6.104)
= 2[y(0) —n(T) (6.105)

Fra (6.99) er det klart at |n(¢)| < 1, og dermed er
(. Haw)y > 2ln(0) — 1 (6.106)

for alle w € Ly, og alle T > 0. H; er dermed passiv. Spesielt har vi at hvis (0) = 1,
sa er

(w, Hiw)y >0 (6.107)

for alle w € Ly, og alle T' > 0.
Det er enklere a analysere Hs. Vi finner at H, er strengt passiv med forsterkning

A siden
(e, Hae) = Nlel (6.108)

0g
[Haellr = Alle]|lr (6.109)

Det folger da av korollar 6.5 at
1. Hvis ey € Lo, sa er w,e € Ls.

2. Hvis initialtilstanden til systemet er e(0) = 0,7(0) = 1, sa er systemet Lo-stabilt
hvilket betyr at
g € Lo = w,e € Ly

og at det eksisterer konstanter v, og 7. slik at

[w]l < wlleoll og  [lell < velleol (6.110)
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For dette spesielle systemet kan vi finne konstanter ~, og 7. som fglger: Vi har
Aeg =w + Ae (6.111)

Dermed er
Nleol|” = [[wll® 4+ A?[le]]? + (w, €) (6.112)

Hvis initialtilstanden til systemet er e(0) = 0,7(0) = 1, sa er (w, e) > 0 og dermed
Nleoll* = [lwlf* + A*[le]|? (6.113)

Dette betyr at 7, = A\? og 7. = 1 vil oppfylle (6.110). ]

Korollar 6.6 Gitt systemet (6.71-6.74). Anta at H; er Lo-stabil og at H; er strengt

passiv eller H, er y-strengt passiv, dvs. det eksisterer konstanter § og € og en positiv
endelig konstant v slik at

(u, Hou)p > Ollullz + 5 (6.114)
[Huullr < Alullr (6.115)
(u, Hou)p > el[Houll7 + 5y (6.116)

for alle T' > 0 og alle u € Ly.. Da gjelder:
1. Hvis uy,us € Lo, sa er yy,ys € L.

2. Hvis i tillegg 8 = B2 = 0, sa er systemet Lo-stabilt.

Bevis: Ogsa i dette tilfelle gjelder (6.96). For tilstrekkelig sma « er derfor teorem 6.3
oppfylt med

61+52:%>0 og e+ =0+ec—a>0 (6.117)
Y

6.4 Passivt system med PID-regulator
Pastand 6.3 Vi betrakter systemet
y=Hu, u=%He (6.118)

e(t) = yo(t) — y(t) (6.119)
hvor operatoren H : Lo, — Lo, representerer prosessen og H., : Lo, — Lo, representerer
regulatoren. Anta at H er passiv, og at regulatoren H, er en PID-regulator med
begrenset integral- og derivatvirkning som vist i figur 6.11.

Pa Laplacetransformert form er regulatoren u(s) = h,(s)e(s) hvor

14+ Tis 1+ Tys

h =K
(5) p61+6Ti31+aTds

(6.120)

med 1 < f<o0o0g0<a<]1. Dagjelder:
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e U Y

LT—P]D > H >

Figur 6.11: Passiv prosess med PID-regulator

1. Hvis yg € Ly sa er u,y € Lo.

2. Hvis (u, Hu), > 0 for alle u € Lo, og alle T > 0, og initialverdiene til regulatoren
er null, sa er systemet Lo-stabilt.

Bevis: Fra pastand 5.3 har vi at

K
|he (jw)| < Koll (6.121)
o
og at
Re[h,(jw)] > K, (6.122)
I Lo-formulering betyr dette at det eksisterer en ' slik at
[Hrellr < Kpllellr + V' (6.123)
og en b slik at
(e, M)y < Kllel3+ (6.124)
Hvis initialverdiene til regulatoren er null, sa er b = & = 0. Resultatet folger dermed
fra korollar 6.4. m

Eksempel 6.11 En motor med treghetsmoment .J,,, driver en last med treghetsmoment
Jr, over en ulineger fjeer med fjeerkraft ¢ (A6) og en demper med dempekraft ¢p(A0)
hvor ¢k (-) og ¢p(-) er sektorulineariteter og A0 = 01, — 0,,. Bevegelsesligningene er

Il = O (AO) + ¢p(AO) + Ty + F(6,,) (6.125)

hvor F er friksjonen gitt ved

F(6,,) = { s (6.126)
og
Jr (O + AG) = —[dx (A) + dp(AF)] (6.127)

Her er 6,, motorvinkelen, A6 er vinkeldreiningen over fjeeren, og T, er motormomentet.
En PID-regulator benyttes som vist i figur 6.12.
Systemet har totalenergi

1 X . . A
V= Q[Jmefn + (0 + A6)?] + /0 dx (v)dx (6.128)

Den tidsderiverte av energien er

V = Tl — | Fobm| — dp(AG)AG (6.129)
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PID 7

¢p

Pk

1 wr, 0,

Figur 6.12: Motor med ulineer friksjon og ulineer fjer tilbakekoblet med PID-requlator
fra vinkelhastigheten

For at systemet skal veere passivt med T}, som padrag og 6,, som maling, ma V ha
en nedre begrensning, og

g(t) = |Fob| + ép(A0)A >0 (6.130)

Dette er oppfylt hvis ¢, dp € sector[0,00), som er oppfylt for alle fysiske fjeerer og
dempere.
Vi kan derfor konkludere med at:

1. Hvis motoren styres med 7T}, som padrag og 6,, som maling, sa vil det lukkede
system veere asymptotisk stabilt med en PID-regulator

14+ Tis 1+ Tys

K
hnls) = Ko s T T ays

(6.131)

hvor T; < Ty, B>10g 0 < a<1.

2. Hvis andre variable brukes som padrag eller maling, kan man ikke trekke noen
slutninger pa bakgrunn av passivitetsteori. Systemet er f.eks. ikke passivt hvis
6,, er malingen.
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6.5 Forming av potensiell energi

Vi betrakter prosessen
y = Hu, (6.132)

med regulator
u="H.[yo(t) — y(t)] (6.133)

hvor operatoren H : Lo, — Lo, representerer prosessen og H., : Lo, — Lo, representerer
regulatoren. Vi antar at

(u, Hu)p > dllull7 + erl | Hull7 + (6.134)

(e, Hre)p 2 o lellF + e[| Hrell7 + 6, (6.135)

for alle T' > 0 og alle u, e € Ly, og at
€ + 52 >0 og €9+ 51 >0 (6136)

For a pavise La-stabilitet i teorem 6.3 og korollarene 6.3-6.6 ma vi ha g = 0 og 5, = 0.
Vi har tidligere sett at (8 vil avhenge av initialverdiene for prosessen. Det kan imidlertid
forekomme at prosessen ikke kan oppfylle 5 = 0 for den tilstanden vi gnsker a regulere
omkring. I visse tilfeller kan en da benytte en prekompensator for a oppna g = 0 for
den aktuelle tilstanden, og Lo-stabilitet kan dermed oppnas ved a bruke en passende
regulator.

Figur 6.13: Invertert pendel

Vi skal studere denne teknikken for en invertert pendel som er vist i figur 6.13. Pen-
delen har en punktmasse m pa en stang av lengde ¢. Vinkelhastighet er w, og vinkel-
utslaget til pendelen er 0 slik at 0=w og nullpunktet velges slik at # = 0 nar pendelen
peker vertikalt oppover. Om opplagringspunktet virker momentet 7. Spinnsatsen gir

ml?0 = mglsinf + 1 (6.137)

hvor ¢ > 0 er tyngdeakselerasjonen. Vi definerer a? 23 og skalerer padraget ved a

¢
sette 7 = ml?u. Dette gir
0 = a®sinf + u (6.138)
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Vi kan her vise at nar u er padrag og 6 er maling som vist i figur 6.14, si er prosessen
passiv. Dette finnes av folgende utregning;:

(u,0);, = (0,0), — (a*sinh,d),

— /OT 0(t)0(t)dt — /OT a®sin 0()0(t)dt

o e
- é(o) 0(t)do — /6(0) a”sin6(t)do
= 5[«92(T) — 62(0)] + a®[cos O(T) — cos 0(0)]

2

v

—%0’2(0) —a*[1 4 cos0(0)] = 3 (6.139)
siden 62(T) > 0 og cosO(T) > —1. Eneste mulighet til & oppna 8 = 0 er at §(0) = 0
og at cos@(0) = —1 hvilket betyr at #(0) = —m, dvs. pendelen henger initielt rett
ned. Dette betyr at Lo-stabilitet kun kan undersgkes omkring ¢ = —n. Vi gnsker
imidlertid a balansere pendelen omkring # = 0, og ma derfor prove a oppna § = 0 for
en initialtilstand hvor 6(0) = 0.

Y
Y

“ ] :

T+2 9[

a sin(+)

A
A

A

Figur 6.14: Blokkdiagram for invertert pendel

Vi setter pa en prekompensator

u=—-K0+u (6.140)
og far prosessen )
0 =—K0+a*sinf +u (6.141)
som vist i figur 6.15.
u’ u ‘] 0 .

a’ | sin(-) o [

A
A

K

A

Figur 6.15: Blokkdiagram for invertert pendel med prekompensering

Her er leddet a?sin 6 assosiert med gravitasjonen som gir potensiell energi med et
maksimum for § = 0. Leddet — K6 svarer til momentet fra en fjeer som har sitt nullpunkt
for # = 0 og som dermed gir et bidrag til den potensielle energien med et minimum
for 8 = 0. Hvis na K velges slik at den potensielle energien fra fjeeren dominerer over
gravitasjonspotensialet, sa vil den prekompenserte pendelen fa et potensiale som har
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sitt minimum for # = 0, dvs. nar pendelen peker oppover. Hvis dette minimum av
den potensielle energien defineres lik null, sa kan energifunksjonen bli lik null for § = 0
hvis den kinetiske energien er lik null. Dette betyr at § = 0 kan oppnas ogsa for en
initialtilstand hvor 6 = 0. Vi velger derfor K > a® som gir

K6 — a*sin 6 € sector[0, k] for alle 6 (6.142)
hvor k er en konstant som er er mellom K og 2K. Vi definerer
0
o) 2 / (K — asin]dy (6.143)
0

Siden integranden ligger i sector[0, k], er ®(f) > 0 for alle ¥, og dessuten gjelder
®(0) =0« 0 =0. Vi finner na at
W0, = (0,0), + (KO —a*sind,0),

- | Yinacdr + / IKO(1) — o sin 6(1))6(1)dt
6(T) . . o(T) 5 .

= /é(o) 0(t)do + /9(0) [K6O — a®sin 6]df

S(T) — 62(0)] + @[0(T)] — B[0(0)]

> L 0(0) — @[p(0)] £ (6.144)

Dermed kan 3 = 0 oppnas for 6(0) = 0 og 6(0) = 0.

Anta at et forstyrrende moment 7, = mf?u; virker slik at 7 = mf?*(u + uy). Ifolge
korollar 6.5 har vi da at hvis en strengt passiv regulator H, med begrenset forsterkning
og B2 = 0 benyttes, s& er systemet Ly-stabilt om 6(0) = 0 og 6(0) = 0. Dette betyr at
hvis pendelen har initialtilstand 6(0) = 0 og #(0) = 0 og blir utsatt for en forstyrrelse
us € Lo, sa vil 0,4 € Lo, og det fins en konstant ~ slik at

1017 + [/l < 9*flug]1®

hvilket betyr at hvis ||uy|| er tilstrekkelig liten, sa er ||8]| og ||| sma.

90 =0 %T u

0
Y i

Figur 6.16: Prekompensert invertert pendel representert ved operatoren H med requlator
H, og forstyrrelse uy

6.6 Passivitet, spredning og stabilitet

Vi skal her se pa spredningsrepresentasjon av en operator H : Ls, — Ls. og finne
betingelser pa spredningsoperatoren som svarer til passivitet for H. Deretter skal sta-
bilitetskriterier for passive tilbakekoblede systemer utledes for spredningsrepresentasjo-
nen.



198 Kapittel 6. Passivitet for ulineere systemer

Som fer betrakter vi systemet
y=Hu (6.145)

og definerer
a=y+u og b=y—u (6.146)

Spredningsoperatoren assosiert med H er & : Ly, — Lo, som er gitt ved
b= 8a (6.147)

Vilar Z : Ly — Lo betegne enhetsoperatoren pa L. som er definert ved Zu = u for
alle u € Ly.. Da er
a=(H+T)u og b=(H—-T)u (6.148)

Under forutsetning av at (H +Z)~! : Ly, — Lo er veldefinert er spredningsoperatoren
gitt ved
S=H-I)(H+I)! (6.149)

Pastand 6.4 Gitt systemet i ligning (6.145)—-(6.149). Da gjelder:

1. H er passiv med 5 =0, dvs.
(u, Hu);z >0 (6.150)

for alle u € Lo, og alle T > 0 hvis og bare hvis & har forsterkning mindre eller
lik 1, dvs.
ISall7 < [lall7 (6.151)

for alle a € Lo, og alle T' > 0.

2. H er Lo-stabil med forsterkning v og er strengt passiv, dvs. det eksisterer en
0 > 0 slik at
[Hullz < 7l[ullr (6.152)

(u, Hu)y > 8l|ull} (6.153)

for alle u € Ls, og alle T' > 0 hvis og bare hvis & har forsterkning mindre enn 1,
dvs. det fins en 7' € (0, 1) slik at

ISall7 < (1 =+")llall7 (6.154)
for alle a € Ly, og alle T" > 0.
Bevis: Vi har folgende ligninger:
Sa=H-ZT)u og a=T+H)u (6.155)
Dermed far vi at
ISalif = [Hullf + ullF — 2(u, Hu)p (6.156)
lallF = 1#HullF + lullF + 2(u, Hu)p (6.157)
og det fglger at
ISall = llallF — 4(u, Hu) (6.158)

Ekvivalens av (6.150) og (6.151) folger dermed umiddelbart.
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Anta sa at H er strengt passiv med endelig forsterkning . Da er

lallr = (Z 4+ H)ullr < (1 +)[ullr (6.159)
og vi far
46
4w, Hu)p > 46||ul|z > ———|al|Z > ~'||al? 6.160
( ) = 44 HT_(H,Y)QH I7 =7 llall7 ( )

hvor 7/ velges slik at 0 < 4/ < min[1,45(1 + v)~2]. Dette gir innsatt i (6.158)
ISal7 < (1 =7)lal7 (6.161)

hvor 0 <1 -+ < 1.
Dernest antar vi at & har forsterkning mindre enn 1. Da gir (6.154) og (6.158)

4w, Hu)r = |lall7 — |SalF = +'|lall7 (6.162)
Innsetting av (6.157) gir
4w, Hu)p 2> ' (| Hull7 + Jullf + 2(u, Hu)7) (6.163)
Denne ulikheten kan forenkles til
(4 = 29"){u, Hu)p >~ (| HullF + [ull7) (6.164)

og det fplger at
(u, Hu)p > 8(|[ullf + | HullF) = 6lfullF (6.165)

hvor § =+'/(4—27") > 0 hvilket betyr at # er strengt passiv. For & vise endelig forsterkning
settes (6.156) og (6.157) inn i (6.154). Dette gir

1HullF + llullf = 20w, Hu)y < (1= 2)(1HullF + lullf + 2(u, Hu)) (6.166)
4
VIHullF < (4= 29w, Hu)p = |[ullz (6.167)

som sammen med |(u, Hu)p| < ||u||7||Hul|lr gir

a3 — 22 ;,7, IHullzllullz + lullz <0 (6.168)

som gir
il < 2= 1 )2 ;,”')2 1 <22 ;ﬂ/ (6.169)
og vi har dermed vist at (6.152) er oppfylt med v = (4 — 27') /7. [

Vi betrakter sa igjen det tilbakekoblede systemet i figur 6.17 hvor forovergrenen
er gitt av en operator H; : Lo. — Lo, og tilbakekoblingsgrenen med en operator
7'[2 : LQe — L2e slik at

€1 = Uy — Yz (6.170)
es = Us + U1 (6.171)
1 =Hiey (6.172)
Y2 = Hoeo (6.173)
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U1 €1 U1
H,

Y2 €2 U2

Ho

Figur 6.17: Tilbakekoblet prosess

Vi definerer

a1 =1y +e 0g as=1ys+ e (6.174)
b1 =Y — €1 0g bg = Y2 — €9 (6175)
ri=1U; — Uy Og T9 = Ui+ U (6.176)

Videre defineres spredningsoperatorene 81,85 : Lo, — Lo, ved
Si=H—I)(H,+I)" og So=Ho—I)(Ho+T)* (6.177)

hvor det er forutsatt at (H1 +Z) ! og (Ha + Z)! er veldefinerte. Da representerer

ap ="Try — b2 (6178)
Ay = Tr9 + b1 (6179)
bl = 51a1 (6180)
b2 = 82a2 (6181)

det samme tilbakekoblede system som ligningene (6.170)—(6.173). Systemet er vist i
figur 6.18.

T =U1 —Ug ai by

by ag Y Ty = U+ Uy

S

Figur 6.18: Spredningsrepresentasjon av tilbakekoblet prosess

Pastand 6.5 Gitt systemet (6.178)—(6.181). Anta at 8; har forsterkning mindre eller
lik 1 og at 8y har forsterkning mindre enn 1, dvs. det fins en 4/ € (0, 1) slik at

1S1all7 < llall7 (6.182)

1S2all7 < (1 =7)lall7 (6.183)
for alle a € L. og alle T > 0. Da er systemet Lo-stabilt.
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Bevis: Fra pastand 6.4 fglger det at under de angitte forutsetninger er
(u, Hqu)y >0

det eksisterer konstanter 6 > 0 og v > 0 slik at (u, Hau), > d||ul> og i tillegg at
| Hou|lr < y|Jul|r for alle u € Lo og alle T > 0. Lo-stabilitet folger dermed av korollar
6.5 [ |

Til slutt skal vi ta med et viktig teorem om liten forsterkning.

Teorem 6.4 (Liten forsterkning) Gitt et tilbakekoblet system hvor forovergrenen
er gitt av en operator H; : Lo. — Lo, og tilbakekoblingsgrenen med en operator
H : Lge — Lge slik at

€1 = Uy — Hzez (6184)
€2 = U+ 7-L1€1 (6185)
som vist i figur 6.19.
Ui €1 %1 7-L1€1
7‘[262 %2 €9 U9

Figur 6.19: Tilbakekoblet prosess

Anta at det fins konstanter 5y, B2, 71 > 0 og 72 > 0 slik at

[Hieillr < mlledllr + B (6.186)
[H2ea]lr < yalleallr + B2 (6.187)
for alle ey, es € Loy, 0g alle T > 0. Da gjelder: Hvis 7172 < 1, sa
1.
leilr < (11— 7172)_1(HU1HT + Yelluz|lr + B2 + Y251) (6.188)
leallr < (1 —y7) H(|luallzr + v llusllz + Br + 7182) (6.189)

2. Hvis 1 = 2 = 0 sa er systemet Lo-stabilt.

Bevis: Trekantulikheten gir

leillr < [Jurllr + | Heezllr < |luillr +2llezllr + B2 (6.190)
og

leallr < [Juallz + [Haieillr < |luellz +7lledllr + B (6.191)

Ved a sette inn ulikheten (6.191) for ||es||7 inn i (6.190) og sette inn ulikheten (6.190)
for ||e1||r inn i (6.191) oppnas (6.188) og (6.189).
Lo-stabilitet pavises etter litt regning fra (6.188) og (6.189) nar 3; = 55 = 0. ]
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Eksempel 6.12 For et linesert system

y(s) = ha(s)u(s)
og tilbakekobling
u = hy(s)[yo(s) — y(s)]
kan vi skrive systemet pa formen (6.184,6.185) ved a la operatoren H : Lo, — Lo,

representere prosessen, mens operatoren Hs : Lo, — Lo, representerer tilbakekoblingen.
Da er

= yo— Hiu (6.192)
u = He (6.193)
Forsterkningen til operatorene finnes av
[Haullr < nllullr + B8 (6.194)
[Haellr < yollellr + Ba (6.195)

hvor 7, = max,, |hy(jw)| og 72 = max,, |ha(jw)|. Videre kan man oppna 1 = 0 og B2 = 0
ved passende valg av initialbetingelser, og siden systemet er linesert vil stabilitetsegen-
skaper funnet for disse initialbetingelsene ogsa gjelde for alle andre initialbetingelser.
[folge teoremet om liten forsterkning er det lukkede systemet Lo-stabilt hvis vy, <
1. Siden systemet er linesert er Lo-stabilitet ekvivalent med BIBO-stabilitet.
For a se hva dette tilsvarer i frekvensanalysen betrakter vi absoluttverdien til slgyfe-
transferfunksjonen hg = hihy. Maksimalverdien oppfyller

max o je)] < max [y (je)] - mas [ha(eo)| = 70 (6196)

Dette betyr at
M2 < 1= max|ho(jw)| <1 (6.197)

I Nyquistdiagrammet tilsvarer dette at stedkurven til ho(jw) ligger innenfor enhetsirke-
len for alle w, mens i Nicholsdiagrammet tilsvarer det at stedkurven ligger under 0
dB-linjen for alle w. Hvis alle polene er i det lukkede venstre halvplan, er systemet
dermed stabilt ifglge Nyquists teorem. [ |

Eksempel 6.13 Teoremet om liten forsterkning er nyttig i forbindelse med forstyr-
rende slgyfer som oppstar i systemet og som betraktes som usikkerhet eller forstyr-
relser. Denne typen slgyfer skal gi minst mulig innvirkning pa systemet, og ma ikke
forarsake ustabilitet. Et eksempel pa denne type ugnsket slgyfe finner man i totrinns
elektrohydrauliske servoventiler hvor forste trinn er en plate/dyse-ventil [24]. Padrag
er styrespenningen e,, mens maling er sleideposisjon z, i ventilens andre trinn. Man
gnsker at sleideposisjonen z,, skal veere proporsjonal med inngangen e,.

Dynamikken til ventilen er vist i figur 6.20 og er gitt av

2/J,Kt
(Re+rp)(r+b)K s
Ty(s) = - - - ey(5) (6.198)
(1+ va)(l + )1+ 2mfgor T wfjf) 9
rAn
r+b)K
+ AL, prp(s) (6.199)

(14 &)L+ 22 + )

Win f wif
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Elektrisk
e Momentmotorens Sleidedynamikk
tidskonstant dynamikk
eg Igfitfp 1 0 > IZ_‘IUPT Lo >
—9,)] =0 Jas?+ Kan+K 7 (r+0)2 S(SP ke gy 1)
whp h
2K K}
———— (RC+TP)S <
I+2=
A
r+b [ Ky

Krafttilbakekobling fra fjeer

2
PLp 0.430ps (1-2Cn 22+ 27) .

2
14200 -+ 27
i)

Trykktilbakekobling
til plate/dyseventil

Figur 6.20: Totrinns elektrohydraulisk servoventil. Ventilen konstrueres slik at for-
sterkningen er mindre enn 1 i slgyfen som oppstar pa grunn av trykktilbakekobling fra
lasttrykket pr, over plate/dyse-ventilen, slik at denne sloyfen gir ustabilitet. I tillegg
har slgyfen sa lav forsterkning at man kan se bort fra den.

hvor py, er lasttrykket over plate/dyse-ventilen, og konstanter er som definert i [24].

Her er innvirkningen av lasttrykket pr, over plate/dyse-ventilen a betrakte som en
forstyrrelse som reduserer ngyaktigheten i systemet. Vi kan imidlertid ikke betrakte pr,,
som en forstyrrelse i stabilitetsanalysen siden vi har en tilbakekobling til plate/dyse-
ventilens lasttrykk gitt ved

WP s S 52
( ) 0.42UP_(1—2Chw—h+w—i)

S) =~
b 14262 + 2

“Wh

T, (8) (6.200)

Imidlertid ser vi at for slgyfen som oppstar pa grunn av pr, sa har forovergrenen som
gitt av (6.198) begrenset forsterkning ifglge

v (jw)| <

— = 6.201
pr (T + b)Kf 4! ( )

mens for tilbakekoblingen (6.200) er begrensingen i forsterkning gitt av

Dip, . 0.43wps A
< IS 2 6.202

% bWl s —r 2 (6.202)
Dermed fglger det av teoremet om liten forsterkning at hvis

rAy  0.43wp,

1 6.203
IO, A, (6.203)

M2 =
(
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sa er stabilitet sikret for slgyfen som oppstar pa grunn av tilbakekoblingen til plate/dyse-
ventilens lasttrykk. Siden slgyfen i tillegg har forsterkning mindre enn 1, vil den ha
liten innvirkning pa systemets dynamikk, og vi kan bruke tilneermelsen

2uK
z,(s) = (e, 0K —eq(s) (6.204)
(14 250+ )0+ 2052 + jfnf)



Kapittel 7

Mekaniske resonanser

7.1 Innledning

I alle servomekanismer har lastens egenskaper og dynamikk stor betydning for systemets
egenskaper. I det enkleste tilfellet er lasten bare et treghetsmoment og en viskgs demper.
I mange tilfeller har imidlertid lasten sin egen dynamikk som man ma ta hensyn til under
regulatorutvikling.

Et ofte forekommende problem er at lasten inneholder mekaniske svingesystemer
som skyldes samspill mellom treghetskrefter, fjeering og demping i lasten. Dette gir
mekaniske resonanser i systemet. [ dette kapittelet omhandles servosystemer med
mekaniske resonanser.

7.2 Motor med last og elastisk gir

7.2.1 Transferfunksjoner

En type system som ofte forekommer er en motor som driver et treghetsmoment over en
elastisk giroverforing (fig. 7.1). Anta for enkelhets skyld at giroversetningen er n = 1.

MOTOR

LAST
Tmuemuwm 9L7wL

T ] @—@: I,
Z .7KD

s
s

s

Elastisk aksling som bestar av fjeer og demper.

Figur 7.1: Motor som driver en last over en elastisk overforing

Motoren har treghetsmoment J,,, lasten har treghetsmoment Jr, mens overferingen
har en fjeerkonstant K og en dempingskoeffisient D. Motoren har tgrr friksjon gitt ved
Crnsgn(wy, ), mens lasten har terr friksjon lik Crsgn(wy). Det antas i ferste omgang at
Cn=0CL=0.

205
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Bevegelsesligningen for motoren er
Il = Ty — T}, (7.1)

hvor 6,, er motorvinkelen, 7}, er motormomentet som er padraget, og T}, er kontakt-
momentet pa overfgringen. Bevegelsesligningen for lasten er

JL (O + AG) =T}, (7.2)
hvor lastens vinkel 67, er skrevet som
0, =0, + A0 (7.3)
Kontaktmomentet er gitt av
T, = —DAG — KAf (7.4)

hvor K er fjeerkonstanten og D er dempekoeffisienten. Bevegelsesligningen for lasten
kan da skrives:

Ji (O + AG) = —DAO — KNG (7.5)
som gir
J15%0m(s)
Al(s) = — 7.6
() Jps?+ Ds+ K (7.6)
eller .
AG(s) = — L, (s) (7.7)
1+2Z8-+ o
hvor P
0= 7.8
1 JL ( )
og
22 D
9K (7.9)

Frekvensen €2; er den udempede resonansfrekvensen og Z er relativ demping for
lasten nar motorakslingen er last. £2; og Z betegnes derfor ofte begrenset udempet
resonansfrekvens og begrenset relativ demping.

Ved a addere bevegelsesligningene for motor og last fas

IO + T (0 + AO) = T, (7.10)

Ved a sette inn for Af(s) fas

T + J)5%0,, () — Jp.8° L 0 (s) =T, 7.11
( )5 0m(s) le_'_QZQil_'_% (s) (s) (7.11)

som gir
2

Tonl(s) Jo o
2 7 s 52

0, (s) = 0,(s) (7.12)
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hvor

J=Jm+J1 (7.13)

er det totale treghetsmoment. Denne ligningen betegnes gjerne systemets beveg-
elsesligning pa begrenset form.

Den begrensede formuleringen av bevegelsesligningen er implisitt i 6,,. Den ekspli-
sitte lgsningen er

14275 + 2
gﬁ“):J§a+zziﬁéa (7
hvor 1
wﬁ:ljﬂQﬁz%Xﬁ (7.15)
0g

J m
J
g:%%z (7.16)

som er ubegrenset resonansfrekvens og ubegrenset relativ demping. Her er
1 < wy. Dette betyr at elastisiteten resulterer i et nullpunktpar med udempet reso-
nansfrekvens 2; og et polpar med den noe hgyere udempede resonansfrekvensen w;.
Frekvensresponsen er vist i fig. 7.2 med parameterne K = 20, J,, = 20, J, = 15 og
D = 0.5. Legg merke til at elastisiteten ikke gir noe negativt fasebidrag selv for frek-
venser over wy. wi og ¢ avhenger av treghetsmomentet til bade motor og last, mens de
begrensede parameterne (2 og Z er kun avhengig av lastens treghet.
Ved a sette lign. (7.14) inn i lign. (7.7) fas

1

A6l 1 02 1 1
Mgt 1L 1 (7.17)
T J1+200-+ 2 K J1+200-+ 2
1 1
Videre kan 79,—;(3) finnes av
0 = 0, + A0 (7.18)
som gir
0 14275
—(s) = h (7.19)

Frekvensresponsen er vist i figur 7.3. I dette tilfelle resulterer elastisiteten i negativt
fasebidrag for frekvenser over w;.

Eksempel 7.1 Det er vanlig a dimensjonere systemet slik at J,, = Jp. Da er

1
Q= —w; =0.707Tw 7.20
1 ) 1 1 (7.20)
|
Eksempel 7.2 Anta Z = 0.1 og J,,, = Jp. I sa fall er
0 1+ s
() = e (7.21)
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Figur 7.2: Bodediagram for transferfunksjonen 0,,/T,, fra motormoment til motorvinkel

Ut fra det foregaende finnes transferfunksjonen fra motorvinkelen til lastvinkelen a
vaere
0; 1+274-

s) = 7.22
O, 1+2Z§1+5—§ (7.22)

som har knekkfrekvens for w = €2;. Frekvensresponsen er vist i figur 7.4.

7.2.2 Energibetraktning

I kapittel 7.2.1 ble det vist at dynamikk som skyldes elastisitet i lasten ikke gir negativ
fase i transferfunksjonen fra motormoment til motorvinkel. Vi skal se at dette skyldes
systemets passivitetsegenskaper.

Motoren og lasten i kapittel 7.2.1 har modellen

Imom =T =TT, (7.23)
Jrwrp =Ty, (7.24)
T, = —DAw — KA# (7.25)
Aw = Wy, — W, AO =0, —0,, (7.26)
Summen av kinetisk og potensiell energi for motor og last er

V(t) = % w2 () + %JLw%(t) + %K[AH(t)]Q (7.27)
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Figur 7.3: Bodediagram for transferfunksjonen 0r,/T,, fra motormoment til lastvinkel

Energibalansen for systemet kan uttrykkes slik: Endring av kinetisk og potensiell
energi pr. tidsenhet er lik tilfgrt effekt minus effekttap i systemet. Dette kan
formuleres matematisk som

V(1) = wp(t) T (t) — D[Aw(E)]? (7.28)

hvor tilfart effekt til systemet er w,, (t)T,,(t). Dette er rotasjonsutgaven av definisjonen
pa mekanisk effekt som er kraft multiplisert med hastighet. Effekttap i systemet er
D[Aw(t)]?.

Vi kan na sla fast:
1. Energien V() som gitt i lign. (7.27) er stgrre eller lik null.
2. Effekttapet for systemet bestaende av motor, gir og last er
D[Aw(t)]* >0 (7.29)

som er effekt som utlades i den viskgse demperen. Effekttapet er derfor stgrre

eller lik null.

Det antas videre at totalenergien for ¢ = 0 er endelig, dvs. V' (0) < co. Dette betyr

at
/0 " o () Ton(8)dt = V(50) — V(0) + /0  D[Aw(t)]2dt > —V(0) (7.30)
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Figur 7.4: Bodediagram for transferfunksjonen 6r,/0,, fra motorvinkel til lastvinkel.

siden V(oo) > 0 og [3° D[Aw(t)]?dt > 0. Dermed har [5° w,,(t)T;,(t)dt en nedre be-
grensning —V'(0) > —o0.
Dette betyr at transferfunksjonen fra motormomentet til motorhastigheten
hon(s) = ;—:(s) (7.31)
er passiv, og det fglger at
Relh,(jw)] >0 for alle w (7.32)

Ut fra en ren energibetraktning for motor med gir og last har vi dermed vist at trans-
ferfunksjonen fra motormomentet til motorhastigheten har en fase

[ Lhya ()| < 90° (7.33)
hvilket vil si at 9
—180° < 4T—m(jw) <0° (7.34)

som svarer til resultatet i kapittel 7.2.1.

7.3 Regulatorstruktur

Ulike tilbakekoblingsstrategier for en motor som driver en last over en elastisk overfgring
analyseres i det fglgende. Systemet er som presentert i kapittel 7.2.1. Lasten skal fglge



7.3.  Regulatorstruktur 211

en posisjonsreferanse. Bade motoren og lasten antas a ha terr friksjon. Stoffet er hentet
fra [28].

7.3.1 Tilbakekobling fra motorposisjonen

Som vi ser i fig. 7.2 er det kraftig resonans i 6,,(s)/T(s) ved frekvensen

w=uwiy/1—2¢?

som er tilnezermet lik w; dersom ( er liten. Dette legger ingen begrensning pa band-
bredden i det lukkede systemet ved tilbakekobling fra motorposisjonen, fordi fasen aldri
blir mindre enn —180°. Teoretisk er det mulig a oppna en uendelig bandbredde i det
lukkede systemet ved tilbakekobling fra motorposisjonen og bruk av PD-regulator med
hgy forsterkning. I virkeligheten er dette ikke mulig fordi umodellerte tidskonstanter
vil bidra til at fasen blir mindre enn —180° for hgye frekvenser, og dessuten vil det
ogsa veaere begrensninger i aktuatorens bandbredde. En benytter derfor en begrenset
PD-regulator for a gi en tilstrekkelig fasemargin ved kryssfrekvensen uten a forsterke
hoyfrekvent malestgy.

% PD-reg.

Y
I
=

Y
7]
=

Figur 7.5: Tilbakekobling fra 0,

Den hgye bandbredden i systemet gir god regulering av motorposisjonen, mens
reguleringen av lastposisjonen ikke fungerer for frekvenser

w > V1 — 222 (7.35)

som vi kan se utfra figur 7.4 og 7.5. Selv om det er tgrr friksjon i motoren, vil denne
strategien gi lite stasjoneert avvik i motorposisjonen, fordi det er mulig a ha stor for-
sterkning i regulatoren uten at systemet blir ustabilt.

Dersom en istedenfor PD-regulator benytter en PID-regulator, vil det ikke bli noe
stasjongert avvik i motorposisjonen, men systemet vil da bli betinget stabilt. Dette er
ikke gnskelig i servosystemer fordi sma endringer i systemparametere kan gi et ustabilt
system. Dessuten forsgker en a unnga bruk av integralvirkning i slike systemer, fordi
det kan oppsta store oversving som folge av at integratoren lades ut etter at padraget
har veert i metning. Derfor bgr ihvertfall I-leddet i regulatoren kobles ut ved store
reguleringsavvik dersom PID-regulator benyttes. En annen ulempe med bruk av inte-
gralvirkning i regulatoren er at det kan oppsta ugnskede grensesvingninger dersom det
er slark eller stiksjon i systemet.

Fordi det ikke er noen tilbakekobling fra lastens posisjon vil det kunne oppsta et
avvik mellom motorens og lastens posisjon pga. slark, torr friksjon eller ytre krefter som
virker inn pa overfgringen eller lasten. Det er derfor ngdvendig a ha tilbakekobling fra
lastens posisjon for a kunne regulere denne med gnsket ngyaktighet.
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Det er interessant a merke seg at £ (jw) > —90°. Systemet er derfor stabilt hvis
en kobler tilbake fra w,, og benytter en PID-regulator. Dette ser en ogsa klart utfra
frekvensresponsen.

to O

PD-reg. > =L () >

Figur 7.6: Tilbakekobling fra 0y,

7.3.2 Tilbakekobling fra lastposisjonen

Fig. 7.3 viser at det ogsa i frekvensresponsen fra motormoment til lastvinkel er kraftig
resonans ved frekvensen w = wiy/1 — 2¢?. Siden fasen her er mindre enn —180° for
hgye frekvenser, er kryssfrekvensen i det lukkede systemet ved tilbakekobling fra last-
posisjonen begrenset til w, < wy, dersom tilstrekkelig fasemargin skal oppnas.

Forsterkningen i regulatoren ma reduseres vesentlig i forhold til det man kan oppna
ved tilbakekobling fra motorposisjonen. Pa den annen side kan det stasjonere avviket
i lastposisjonen bli mindre enn ved tilbakekobling fra motorposisjonen hvis lasten pa-
virkes av ytre krefter eller det er tgrr friksjon i systemet. En PID-regulator vil gi null
stasjoneert avvik, men kan ogsa resultere i oscillatorisk innsvingning hvis det er metning
eller dodgang i systemet. Torr friksjon elimineres imidlertid effektivt med integralvirkn-
ing. Oscillasjoner dempes i dette tilfelle ved at energi dissiperes som friksjonsvarme.

Siden 4%(jw) < —180° = Z7E(jw) < —90° for w > wy, er systemet T,,
wy, ikke passivt. Dette betyr imidlertid ikke at det er umulig a fa et stabilt system
ved tilbakekobling fra wy eller 6;. Ved tilbakekobling fra lastposisjonen eller lastens
hastighet, vil det bare veere problemer med stabiliteten dersom forsterkningen er for
hgy i regulatoren slik at w. > wigp.

0o

Pl-reg PD-reg. | %(S> )

Figur 7.7: Tilbakekobling fra 6 og 6,

7.3.3 Tilbakekobling fra motor- og lastposisjon

For a kompensere for friksjon og forstyrrelser i motoren og i tillegg oppna et lite
stasjoneert avvik i lastposisjonen, kan man benytte tilbakekobling fra bade 6,, og 6,
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som vist i fig. 7.7. Det benyttes en begrenset PD-regulator i den indre slgyfen, mens
det som vist i fig. 7.4 er mulig a benytte en Pl-regulator i den ytre slgyfen uten at
systemet blir betinget stabilt. Dette sikrer null stasjoneert avvik, men bandbredden i
det lukkede systemet er begrenset til w. < €2;.

Det er visse problemer med denne tilbakekoblingsstrukturen. Pa bakgrunn av pas-
sivitetsegenskapene til systemet er det klart at transferfunksjonen fra motormomentet
T,, til motorvinkelen 6,,, har fase stgrre enn —180°. Ved tilbakekobling fra 6,, med en
PD-regulator vil systemet alltid ha en positiv fasemargin, og det er dermed stabilt. Det
viser seg imidlertid at fasemarginen kan bli sveert liten hvis kryssfrekvensen til den indre
slgyfen med tilbakekobling fra 6, er stgrre enn resonansfrekvensen. Hvis det er bare én
resonansfrekvens, vil ikke dette skape problemer hvis kryssfrekvensen er vesentlig storre
enn resonansfrekvensen. I praksis vil det imidlertid ofte vaere mange resonansfrekvenser
i omradet omkring kryssfrekvensen, og systemet kan bli meget oscillatorisk. For denne
regulatorstrukturen vil derfor kryssfrekvensen i den indre slgyfen i praksis matte veere
mindre enn fgrste resonansfrekvens.

0o

W

: PI-reg*T_* Poreg. 1= g2(s) (= £5(9)

Figur 7.8: Tilbakekobling fra 01, og wy,

7.3.4 Intern tilbakekobling fra motorhastighet

En bedre lgsning kan oppnas ved a koble tilbake fra w,, og € som vist i fig. 7.8. Her
kan man bruke en P-regulator med hgy forsterkning i den indre slgyfen, mens det kan
benyttes en Pl-regulator i den ytre slgyfen. Bandbredden er begrenset til w, < €,
som ved tilbakekobling fra 6,, og 0}, og det stasjonaere avviket blir null hvis I-virkning
benyttes.

Med denne reguleringsstrategien er ikke kryssfrekvensen i den indre slgyfen be-
grenset av forste resonansfrekvens.

7.3.5 Simuleringer

For a illustrere betydningen av tilbakekobling fra lastposisjonen dersom det er elastisitet
i overfgringen mellom motor og last, er sprangresponsen simulert med parameterne
K =20, J, =20, Jp =5, D = 0.5, og terrfriksjonen er gitt av C,, = 1 og C, = 0.5.
Det bgr bemerkes at de parameterverdiene som er benyttet i dette eksemplet gir et
system som er sveert elastisk, og innsvingningstidene blir derfor store. Slike systemer
illustrerer imidlertid betydningen av elastisitet i overfgringen sveert godt. Systemet ble
simulert ved bruk av fjerdeordens Runge-Kutta (RK4).

Fig. 7.9 viser at det er vanskelig a regulere lastposisjonen bare ved tilbakekobling
fra motorposisjonen, nar det er elastisitet i overfgringen. Selv om det er tgrr friksjon
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s QW Y. JO0GO-00D

15 20 23 30

Tid [=1,

Figur 7.9: Motorposisjon (heltrukken kurve), og lastposisjon (stiplet kurve) ved tilbake-
kobling fra motorposisjonen ved bruk av PD-regulator (T, = 1, K, = 500).

i motoren blir det stasjonaere avviket i motorposisjonen null. Dette skyldes den hgye
forsterkningen i regulatoren, som ogsa ga hgy bandbredde i motorens posisjonsreguler-
ingsystem og dermed hurtig innsvingning av motorposisjonen. Det stasjonsere avviket
i lastposisjonen skyldes tgrr friksjon som pavirker lasten, og som regulatoren ikke kan
motvirke fordi det ikke er noen tilbakekobling fra lastposisjonen. Ved a sette ned for-
sterkningen i regulatoren kan oversvinget i lastposisjonen reduseres, men dette forer
til lengre innsvingningstid. Dessuten vil det stasjoneere avviket pga. torr friksjon bli
stgrre.

Hvis man kobler tilbake fra bade motorposisjonen og lastposisjonen er det mulig a
regulere lastens posisjon som vist i fig. 7.10. Den indre slgyfen hadde den samme PD-
regulatoren som ved simuleringen vist i fig. 7.9. En Pl-regulator ble benyttet i den ytre
slgyfen som vist i fig. 7.7. Systemet svinger seg inn like raskt som ved tilbakekobling bare
fra motorposisjonen, men i dette tilfelle elimineres stasjoneert avvik i lastposisjonen.
Oversvinget i lastposisjonen kan reduseres ved a sette ned forsterkningene i regulatorene,
og dette vil ikke gi stasjonaert avvik fordi integralvirkning benyttes. Innsvingningstiden
vil imidlertid bli stgrre.

Utfra de foregaende avsnittene kan en trekke fglgende konklusjoner:

e Ved tilbakekobling fra motorhastigheten med P-regulator eller begrenset Pl-regu-
lator er systemet alltid stabilt med god fasemargin.

e Ved tilbakekobling fra motorvinkel er systemet stabilt ved bruk av PD-regulator.
Fasemarginen kan imidlertid bli meget liten.

e Det kan oppsta stabilitetsproblemer dersom det benyttes for hgy forsterkning i
regulatoren ved tilbakekobling fra lastposisjonen. Denne tilbakekoblingsstrategien
gir imidlertid ngyaktig posisjonering av lasten, og ma benyttes dersom det er
signifikant slark eller friksjon i overfgringen.
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s QW Y. JO0GO-00D

15 20 23 30

Tid [=1.

Figur 7.10: Motorposisjon (heltrukken linje) og lastposisjon ved tilbakekobling fra 0,, og
01, og bruk av Pl-regulator (T; = 10, K,; = 0.15) i den ytre sloyfen

e Tilbakekobling fra bade 6,, og 0, eller w,, og 0, gir et reguleringssystem som
eliminerer tgrr friksjon og forstyrrelser i motoren, og som dessuten gir ngyaktig
posisjonering av lasten.

e Systemene T, — 0,,, T, — wy og T,, — 0 er ikke passive, og en kan ikke
si noe om stabiliteten til disse systemene ved bruk av ulike reguleringsstrategier
direkte utfra passivitetsteori. Siden f}—z(s) = 1 er imidlertid Ag—’;( Jw) > 180° fordi

systemet T}, — w,, er passivt.

e Bandbredden i motorens posisjonsreguleringsystem er bare begrenset av motorens
bandbredde. I praksis kan imidlertid fasemarginen bli liten hvis posisjonsslgyfen
fra motorvinkelen har kryssfrekvens over forste resonansfrekvens.

e Bandbredden i lastens posisjonsreguleringssystem er begrenset til w,. < w; uansett
linezer tilbakekoblingsstrategi. Dette er en egenskap ved systemet som bare kan
forandres ved a gke stivheten i overfgringen.

e | mange tilfeller vil J; variere, slik som f.eks. i et ledd i en robotmanipulator
der Jp er avhengig av leddvinkelen. Det er imidlertid mulig a finne en gvre og
nedre grense for J; i dette tilfellet. Fordi €, Z, w; og ¢ avtar nar J; gker,
ma regulatorene dimensjoneres utfra Jp = Jr; ., for a unnga at systemet blir
ustabilt ved variasjoner i treghetsmomentet av lasten.

7.4 Systemer med flere mekaniske resonanser

7.4.1 Passivitetsanalyse

Anta at en motor driver en last med n treghetsmomenter som er forbundet med fjaerer
og dempere. Motormomentet T, er padraget til systemet, og motorakslingens hastighet
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Wy, betraktes som systemets maling. Energien i systemet er

1 1
V = mwgl -+ —K01(9m — 9L1)2

2 2
1 1
+ §JL1W1%1 + §K12(0L1 — 9L2)2 + ...
1 1
+ §JL,n71w%7n71 + 5 nfl,n<9L,n71 — eLn)2
1
+ §Jan§n (7.36)

som er stgrre eller lik null. Her er J,, motorens treghetsmoment, wy; er vinkelhastig-

heten til treghetsmomentet Jy;, K;_1; og D;_1, er henholdsvis fjeerkonstant og dempe-

koeffisient for overfgringen mellom treghetsmoment ¢ — 1 og ¢, og i € {1,2,...,n}.
Systemet oppfyller dermed ligningen

V =Thwm —g (7.37)

hvor
g(t) = Dlg(le — wL2)2 + Ce + Dn_l,n(wL,n_l — wLn)2 Z O (738)

representerer effekten som utlades i demperne, hvilket betyr at systemet er passivt.
Anta at systemet er linesert. Transferfunksjonen fra motormoment til motorhastig-
het er
hm(s) = =(s) (7.39)

Da gjelder
| Zh (jw)| < 90° for alle w (7.40)

Dette er et meget sterkt resultat. Den eneste informasjon man har om systemet er
at det er linesert og at lasten bestar av passive mekaniske komponenter. Pa bakgrunn
av dette kan en slutte at transferfunksjonen fra motormomentet til motorhastigheten
har fase med absoluttverdi mindre eller lik 90° med ekte ulikhet hvis det er demping i
lasten.

7.4.2 Modell for system med tre resonanser

For a undersgke dette fenomenet nsermere betraktes et system av fire masser som er
koblet sammen i en serie med fjeerer og dempere som vist i figur 7.11. Fglgende tall-
verdier er gitt:

my  1kg

mo  1kg

ms ]_kg

my ]_kg

K12 ].N/Hl
Ky 1IN/m
K3y 1IN/m
D12 O].NS/IH
D23 O].NS/IH

D34 O].NS/IH
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T X9 xs3 Ty
> —> — >
K Ko Ky
L AAAN— —AAAA—] L AAAS—
my E ma (£ m3 E my
= Dy > D23 > D34 >
Fy F F3 Fy

Figur 7.11: Mekanisk system bestaende av fire masser koblet sammen i serie med fjerer
og dempere.

hvor m; er masse i, i € {1,2,3,4}, Kj2 og D2 er henholdsvis fjeerkonstant og
dempekoeffisient mellom masse 1 og 2, osv.

Padraget til systemet er en kraft som virker pa en av massene 1,2,3,4, mens malingen
er hastigheten av en av massene 1,2,3,4. Her skal ulike kombinasjoner av padrag og
malinger undersgkes.

Bevegelsesligningen for systemet er

Mi:+ Di+ Kz = F (7.41)

hvor .
Tr = ( T1 Ty T3 Ty ) (7.42)

er posisjonsvektoren til de fire massene, massematrisen er

my 0 0 0
0 mey 0 O

M = 0 0 ms 0 (7.43)
0 0 0 my
Dempematrisen er
Dy —Diy 0 0
—Dyo Dig+ Das —Dos 0
D = 7.44
0 —Dy3 Doz + D3y —Dsy ( )
0 0 —D3y Day
Stivhetsmatrisen er
K — K9 0 0
—Kio Ko+ Ko —Ko3 0
K = 7.45
0 —Ko3 K3+ K3y —Ksy ( )
0 0 —K3 Ky
mens kreftene som virker pa de fire massene er
T
F=(F F, Fy Fy) (7.46)

Padrag for systemet er kraften Fy som virker pa masse 2. Transferfunksjoner til
henholdsvis &5, 3 og x4 er vist i figur 7.12 til 7.14. Legg merke til at med F5 som
padrag og &9 som maling er systemet passivt, og fasen er stgrre enn —90°.
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Figur 7.12: Bodediagram for transferfunksjon fra Fs(s) til 5(s). Transferfunksjonen er
passiv, og fasen gar ikke under —90°.

7.4.3 Regulatorstruktur for system med mange resonanser

Ved konstruksjon av den mekaniske delen av en servomekanisme er det gjerne spesifisert
at mekaniske resonanser skal ligge over en gitt frekvens. For en typisk industrirobot vil
nedre grense for resonansfrekvenser ligge pa omkring 1 rad/s (6.28 Hz). Optimalisering
av den mekaniske konstruksjonen med hensyn pa f.eks. vekt vil gjerne fgre til at det
ikke bare er én resonans like over nedre grense, men flere. I det fglgende skal vi se pa
hvilke konsekvenser dette har for valg av tilbakekobling.

Systemet i kapittel 7.4.2 skal reguleres med hastighets- og posisjonsslgyfe. For a
understreke at det her er tilbakekobling fra motorens posisjon og hastighet, innfgres
notasjonen F,, = Fy, v, = Ty 0g T, = To. Som tidligere kan vi sla fast at systemet
med F,, som padrag og v,, som maling er passivt, og fglgelig har transferfunksjonen

h(s) definert ved

;—:(s) = h(s) (7.47)
fase stgrre eller lik —90°. Videre er

Zm () = ~h(s) (7.48)

o 5) = . s )

Denne transferfunksjonen har alltid fase stgrre eller lik —180°.
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Figur 7.13: Bodediagram for transferfunksjon fra Fs(s) til 3(s). Transferfunksjonen er
ikke passiv, og fasen gar under —90°.

Posisjonen x,, skal styres ved tilbakekobling. Dette kan gjores ved bruk av en PD-
regulator, eller ved a bruke hastighetsslgyfe inne i en posisjonsslgyfe hvilket vi skal gjore
her.

Hastighetstilbakekoblingen er
Fm = Kl(’l}o - ’Um) (749)

hvor K er forsterkningen i tilbakekoblingen, og vy er hastighetsreferansen. Posisjon-
sslgyfen, som her er en ytre slgyfe, har regulatoren

vo = Ko(xg — ) (7.50)

Siden prosessen F,, +— v, er passiv, har h(s) og dermed slgyfetransferfunksjon-
en ho,(s) = Kjh(s) i hastighetsslpyfen fase storre eller lik —90°. Bandbredden i
hastighetsslgyfen er derfor ikke begrenset av de mekaniske resonansene. Det er apenbart
at kryssfrekvensen til hastighetsslgyfen bgr veere stgrst mulig for a redusere innvirkn-
ingen av friksjon og umodellerte effekter i motoren.

I posisjonsslgyfen er vy padrag og x,, er maling. Slgyfetransferfunksjonen er dermed

K,

hop(s) = M,(s) .

(7.51)
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Figur 7.14: Bodediagram for transferfunksjon fra Fy(s) til ©4(s). Transferfunksjonen er
ikke passiv, og fasen gar under —90°.

hvor M, er hastighetsslgyfens folgeforhold definert ved

h()v(S)
M,(s) = ———— .52
Fasen til fglgeforholdet er
. . 0 hvis |h0v(jw)‘ >1
M, (jw) = { Lhow(jew) s |hoy(jw)| < 1 (7.53)

Fasen til fglgeforholdet er dermed lik null for frekvenser opp til kryssfrekvensen unntatt
omkring antiresonansene hvor det kan forekomme at |hg,(jw)| < 1. Fasen til hg, er
alltid stgrre enn —90°, og dette betyr at ZM,(jw) > —90°.

Problemer kan oppsta hvis det er en kraftig antiresonans like under kryssfrekvensen
i hastighetsslgyfen. I sa fall kan fasemarginen til posisjonsslgyfen bli vilkarlig liten, og
kraftige resonanser kan oppsta. En designregel er derfor:

Ved styring av et system med flere resonanser velges kryssfrekvensen til
hastighetsslgyfen hgyest mulig, mens posisjonsslgyfens kryssfrekvens legges
under fgrste resonansfrekvens.

Bodediagram for hastighetsslgyfens frekvensrespons er vist i fig. 7.15 med K; = 2.5.
Med denne forsterkningen krysser amplitudekurven 0 dB-linjen tre ganger mellom 0.4
rad/s og 3 rad/s.

Bodediagram for posisjonsslgyfens frekvensrespons er vist i fig. 7.16 med K; = Ky =
2.5. Amplituden skjeerer 0 dB-linjen ved 2 rad/s med omkring 80° fasemargin, men den
skjeerer 0 dB-linjen ogsa ved 0.6 rad/s hvor fasemarginen er bare 30°. Dette gir en
resonans pa 6 dB i folgeforholdet, og en resonans pa 5.2 dB i avviksforholdet (fig. 7.17).
Nicholsdiagrammet er vist i figur 7.18.
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Figur 7.15: Bodediagram for hastighetsslgyfens frekvensrespons

7.5 To motorer som driver en elastisk last

To motorer er forbundet over en last bestaende av treghetsmomenter, fjeerer og dempere
som vist i figur 7.19. Den ene motoren har treghetsmoment .J;, vinkel ¢; og motormo-
ment 77. Motoren er forbundet til treghetsmomentet J3 over en fjeer med fjeerkonstant
K og en demper med koeffisient D;. Den andre motoren har treghetsmoment .J5, vinkel
@2 og motormoment 75. Motoren er forbundet til et treghetsmoment J; over en fjeer
med fjeerkonstant Ky og en demper med koeffisient Dy. De to treghetsmomentene har
vinkelutslag g3 og qu, og er forbundet med et fjeer/demper-system med koeffisienter Kj
og Dg.
Systemet har totalenergi

1
Vo= §[J1Q% + Jogs + J3q5 + Jadi
+K1 (@1 — g3)° + Ka(gs — 1) + K3(q2 — a)’] (7.54)
mens effektligningen er
V =Ti41 + Tado — Di(dh — G3)* + Dalds — Ga)* + D3(do — )’ (7.55)
Dette systemet er multivariabelt siden det har to padrag 17 og T og to utganger ¢;
og ¢2. Teorien om passive systemer kan utvides til a gjelde ogsa multivariable systemer,
men vi skal bruke en annen fremgangsmate her.

Et reguleringssystem skal gi null vinkelutslag ¢ = ¢ = 0. Systemet kan gjgres
passivt med T} som padrag og ¢; som utgang ved a innfgre regulatoren

Ty = —Kpqp — Kypg (7.56)

som resulterer i at motor 2 opptrer som et treghet/fjeer/demper-system med treghets-
moment Jy, fjeerstivhet K, og dempekoeffisient K,. Systemet har da total energi

1
Vo= §[J1qf + Jogs + J3g3 + Juq’
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Figur 7.16: Bodediagram for posisjonsslgyfens frekvensrespons

+ Ki(q— Q3)2 + Ks(qs — Q4)2 + Ks(q2 — Q4)2 + szqg] (7.57)

mens effektligningen er
V = Tig — Di(dr — ¢s)* = Dalds — da)* = Ds(d2 = 42)* — Kuad (7.58)

som oppfyller betingelsene for passivitet.
En strengt passiv regulator benyttes:

LD () = KL+ (8- 1)

Ti(s) = Kmﬁmﬂh

1
Tm]sql(s) (7.59)
Dette er en begrenset Pl-regulator hvis ¢; oppfattes som prosessens maling.

Det lukkede system vil na veere BIBO-stabilt uavhengig av valg av regulatorpara-
metere. I praksis vil imidlertid umodellert dynamikk, effektbegrensninger og eventuelle
kraftige resonanser begrense valg av regulatorparametere. Siden systemet er linesert
kan det tolereres at fasen gar under —180° for frekvenser over kryssfrekvensen. Inte-
gralvirkning fra posisjon kan derfor inkluderes som fglger: Det passive systemet drevet
av motor 1 har fase stgrre eller lik —90°. Ser vi pa transferfunksjonen

0
hy(s) = T<S) (7.60)
1
sa har den fase stgrre eller lik —180°. Motoren kan derfor styres med integralvirkning
pa posisjon

1+T;s
Ti(s) = Kp Ts q1(s) + Kuisq (7.61)

(2

I dette tilfelle ma imidlertid integraltiden velges slik at integralvirkningen ikke gir for
stort negativt fasebidrag ved kryssfrekvensen.
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Figur 7.17: Bodediagram for folgeforhold og avviksforhold for posisjonsslgyfe.

7.6 Mer om energibetraktninger®

7.6.1 Motor med ulinezr friksjon

Energibetraktninger viser seg a gi interessante resultater i forbindelse med passivitet.
Vi skal her ta med enda et eksempel pa bruk av energibetraktninger for et motorsystem.
En strgmstyrt likestromsmotor representeres ved den ulinesere modellen

JO = —b(6) +u (7.62)
hvor J er treghetsmomentet, b(@) er friksjonsmomentet og u er motormomentet som er
padraget.

Systemet skal stabiliseres om referansen 6, = 0. Regulatoren

benyttes hvor K; og K5 er positive konstanter.

Stabiliteten av systemet omkring arbeidspunktet kan studeres ved a linearisere
modellen om null hastighet og posisjon. Det er imidlertid mulig a vise at systemet
er stabilt om nullpunktet for alle posisjoner og hastigheter. Dette gjgres ved hjelp av
energifunksjonen!

1. 1

Det forste leddet er kinetisk energi. Det andre leddet representerer den potensielle
energien som hadde veert lagret hvis proporsjonalvirkningen i regulatoren hadde veert
implementert med en mekanisk fjeer med fjeerkonstant K;. Det er klart at V' er stgrre
eller lik null, og at

V = J00 + K,00 (7.65)

'Denne analysen er basert pa LaSalles teorem for invariante mengder [35].
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Figur 7.18: Nicholsdiagram for folgeforhold for posisjonsslgyfe. Fase og frekvens i dia-
grammet er gitt for folgeforholdet M.

Motor 1 Tl T2 Motor 2
K17D1 K27D2 K37D3
s ] ),
qs q4
q1 2

Figur 7.19: To motorer som driver en last med to resonanser

Innsetting av lign. (7.62) gir . o '
V = —0b(0) — K2 (7.66)

Friksjonsmomentet virker alltid i motsatt retning av bevegelsen, og derfor er
0b(h) > 0 for alle 6 (7.67)

Dermed er

V<0 for alle 0 % 0 (7.68)

Siden V er negativ for alle 0 vil V avta sa lenge § # 0. Spersmalet er si: Kan
systemet henge seg fast med 6 = 0 i et punkt hvor 6 # 07 Dette viser seg & avhenge av
b(0).

1. Hvis b(0) =0, sa er )
J6 = —K.8 (7.69)

nar 6 = 0, og systemet vil ha en akselerasjon for § = 0 s lenge 0 # 0. Siden
V avtar for § = 0 og systemet ikke kan bli hengende i noe punkt hvor 6 # 0,
ma systemet veere asymptotisk stabilt om nullpunktet. Mer presist vil det for
alle O(ty) og 0(ty) og alle §; > 0, 6, > 0 eksistere en tid ¢5 slik at 6(t5) < 0y og
9@5) < 0y.
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2. Hvis systemet har stiksjon og b(0) € [—bg, bo], sa er
J6 = —b(0) — K10 (7.70)
nar 0 = 0. I dette tilfelle kan systemet falle til ro nar

b .
0] < ?0 og  6=0 (7.71)
1

7.6.2 Robotstyring med PD-regulatorer

Et interessant resultat finnes ved a anvende en lignende analyse pa bruk av enkle PD-
regulatorer for styring av en robotmanipulator. En robot med 6 ledd har bevegelses-
ligning

M(q)qg+C(q.9)q+9g(q) =T (7.72)

hvor M (q) er treghetsmatrisen med dimensjon 6 x 6, g er den 6-dimensjonale vektoren
av leddvinkler, C(q, g)q er en 6-dimensjonal vektor som representerer sentrifugalkrefter
og Corioliskrefter, g(q) er vektoren av gravitasjonskrefter, og 7 er den 6-dimensjonale
vektoren av motormomenter. En spesiell egenskap som gjelder for bevegelsesligningen
pa formen i lign. (7.72) er at treghetsmatrisen M (q) er en funksjon av armens posisjon
q.

Den kinetiske energien til armen er gitt av

1, )

T=54"M(a)q (7.73)
som tilsvarer %va, som er kinetisk energi for en partikkel med masse m og hastighet
v.

I det folgende settes for enkelhets skyld

9(q) =0. (7.74)
Effekten som tilfgres armen er
6
i=1
Energibalansen blir dermed
d d.1 . T . .T
r=-lbaM@d=q4r (7.76)

Vi kan na vise at systemet er stabilt med en PD-regulator pa hvert ledd:
Ti = —kpiAG — kvig; (7.77)

hvor Ag; = ¢ — qoi, qoi er referansen til ¢; og k,; og k,; er positive konstanter. Pa
vektorform blir regulatoren
T=-K,Aq — K,q (7.78)

hvor K, = diag{k,;} og K, = diag{ky;}.



226 Kapittel 7. Mekaniske resonanser

Vi innfgrer energifunksjonen

1. .
V= 3la" M(q)q + Aq" K,Aq] (7.79)
som ville ha veert energien til systemet hvis regulatoren hadde veert realisert med fjeerer

og dempere. Den tidsderiverte av V' er
V=¢"1+q¢"K,Aq (7.80)

som forenkles til
V = _qTKUq <0 (7.81)

Det viser seg her at V er effekten som lades ut gjennom hastighetstilbakekoblingene.
Dette betyr at hastighetstilbakekoblingen fungerer som elektroniske dempere.

Siden V < 0 er det klart at V avtar mot en nedre grense. Spgrsmalet er na om
systemet er asymptotisk stabilt. Systemet kan bare falle til ro nar V = 0 som skjer nar

g=0=¢=-M"K,Aq (7.82)

For at akselerasjonen skal veere lik null slik at V forblir null ma Aq = 0. Dette betyr
at
Aq =0, g=0 (7.83)

er det eneste likevektspunktet til systemet. Dette betyr at systemet er globalt asymp-
totisk stabilt med PD-regulatorer med konstant forsterkning for hver motor.

Ut fra lign. 7.78 er det klart at posisjonstilbakekoblingen fungerer som fjeerer med
fjeerkonstant k,;, mens hastighetstilbakekoblingen fungerer som dempere med dempe-
koeffisient k,;. Intuitivt virker det fornuftig at hvis en robot pamonteres fjeerer og
dempere i leddene, sa vil roboten ga til nullposisjonen til fjeerene hvis ikke eksterne
krefter eller friksjonskrefter virker.

7.7 Hydraulisk motor med elastisk last

7.7.1 Dynamisk modell

I en hydraulisk motor styres ikke motormomentet direkte, og vi skal 1 dette kapittelet
utvikle modeller for en hydraulisk motor med elastisk last. En hydraulisk motor har
en transferfunksjon fra padrag til maling som bestar av et andreordens oscillatorisk
system 1 serie med en apen integrasjon fra hastighet til posisjon. Det andreordens
oscillatoriske systemet representerer elastisiteten i oljen, men legg merke til at denne
elastisiteten opptrer pa en litt annen mate enn en mekanisk fjeer. Elastisiteten i oljen
gir dynamikk mellom oljestrom og motorhastighet, mens en vanlig fjeer gir dynamikk
mellom motorvinkel og lastens vinkel.
Motoren har modellen
v,

@pL = —Keepr — Dpor, + anfv (784)
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hvor J,, er motorens treghetsmoment og notasjonen forgvrig er som i kapittel 3.3.3.
Motoren driver som i kapittel 7.2.1 en last med treghetsmoment J;, over en motoraksling
med fjeerkonstant K og demping D. Momentet som virker pa lasten er som i kapittel
7.2.1 gitt av

Ty, = —DAw — KAf (7.86)

hvor Aw = A0 og A er vinkeldreiningen over fjeeren. Bevegelsesligningen for lasten er
Jr(Wm + Aw) = —DAw — KAO (7.87)

som gir
Jr .
JL82 +Ds+ K

Ved a addere bevegelsesligningene for motor og last fas

20,(5) (7.88)

Af(s) =

JOp, + J A0 = —Bywp + Dpr (7.89)

For enkelhets skyld settes B,, = 0. Innsetting av Af gir

82
/i
J1+275 + 5

(J )5%0m(5) = Dypr(s) (7.90)

hvor ©; og Z er gitt av lign. (7.8) og (7.9).

Sa langt er utledningen i hovedtrekk den samme som i kapittel 3.3.3. Her inngar
imidlertid lasttrykket p; som drivledd i lign. (7.90), og dermed kommer dynamikken
mellom padraget x, og lasttrykket i tillegg. Denne dynamikken er gitt av

1
_ — (=D, wim Kz, 7.91
pu(s) = g (- Do) + Ko ) (791)
hvor v
T=——" 7.92
K., (792
Uttrykket for py, settes inn i lign. (7.90):
Jr 5_22 D? 9 D, K,
J—— ! + o 0 (5) = ——L—ux, 7.93
U T2z s 2 TR+ 1) Y S R T (7.93)
1
Etter en del regning finner man at
K s 52
em —q(l + 2Z—1 + _)
T (s) = 2t ] (7.94)
Ty s(1+ e+ WST)

hvor (. relativ demping og wy. er udempet resonansfrekvens som skyldes kompressi-
bilitet i oljen i kombinasjon med mekanisk elastisitet i overforingen til lasten.

Her kan man ikke som i kapittel 3.3.3 anta noe om hvilken av frekvensene €2y og wp.
som er stgrst.
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7.7.2 Passivitetsbetraktning

For en hydraulisk motor er ¢q; +— p; passiv siden effekt inn pa motoren er lasttrykk
multiplisert med volumstrgmmen. Ogsa prosessen med sleideposisjonen x, som inngang
og pr, som utgang, vil kunne betraktes som passiv innenfor det vanlige arbeidsomradet
til servoventilen. Videre er p; — w,, passiv hvilket ogsa sees ved bruk av en effektbe-
traktning. Dette betyr at transferfunksjonen fra padraget x, til motorhastigheten w,,
har fase mindre enn 180° i tallverdi.

For en hydraulisk posisjonsservo kan passivitetsbetraktninger benyttes hvis man
antar at den hydrauliske resonansfrekvensen er mye stgrre enn kryssfrekvensen. I sa
fall er modellen for en hydraulisk motor med padrag z, og maling 6,, kun en enkel
integrator, som er et passivt system. Denne tilngermelsen er selvsagt bare gyldig sa
lenge servosystemet ikke eksiteres i frekvensomradet omkring eller over den hydrauliske
resonansen.

7.8 Distribuert elastisitet 1 lasten

Elastiske systemer som bestar av masser eller treghetsmomenter som er koblet sammen
med fjerer og dempere sies a ha konsentrert elastisitet, mens systemer med dis-
tribuert elastisitet har elastiske deler hvor masse, fjeering og demping er kontinuerlig
distribuert. Systemer med konsentrert elastisitet beskrives med ordineere differensial-
ligninger, mens systemer med distribuert elastisitet beskrives med partielle differensial-
ligninger.

Passivitet er meget viktig i utvikling av regulatorer for hastighets- og posisjons-
styring av distribuerte systemer. Her gjelder som for konsentrerte systemer at hvis en
kraft er padrag til systemet, og hastigheten males i samme punkt, er prosessen passiv
og transferfunksjonen har dermed fase storre eller lik —90°. Et system som har padrag
virkende i punktet hvor hastighet eller posisjon males, sies a ha kollokasjon av padrag
og maling (ko-: sammen, lokasjon: plassering). En prosess med kraft i et punkt som
padrag og hastighet i et annet punkt som maling vil i et distribuert system normalt ikke
veere passiv, og i tillegg kan den veere ikke-minimum-fase som fglge av nullpunkter i
hgyre halvplan. Dette er kompliserende i regulatordesign, og begrenser den oppnaelige
bandbredden i systemet. Kollokasjon er derfor viktig i distribuerte systemer.

Denne problemstillingen har seerlig vaert undersgkt i forbindelse med aktiv demping
av mekaniske svingninger i store romkonstruksjoner, men den har stor betydning for en
rekke servosystemer.

7.8.1 Euler-Bernoulli bjelke*

Viktigheten av kollokasjon skal demonstreres med et enkelt distribuert system. FEn
motor driver en elastisk bjelke. Bjelken er homogen og tynn. Elastisk utbgying av en
tynn bjelke beskrives med Euler-Bernoullis teori, og denne type bjelke betegnes ofte for
en Euler-Bernoulli bjelke [31].

Forst utledes bevegelsesligningen for bjelken uten motor. Bjelken er vist i figur 7.20,
og et volumelement av bjelken er vist i figur 7.21.

Elastisk utbgyning av bjelken i z-retning betegnes med w(z,t). M(x,t) er bgyemo-
mentet og V' (x,t) er skjeerkraft. Bevegelsesligningen for et volumelement i z-retning er
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Figur 7.20: FElastisk bjelke

M C- - — - - . —> M + dM

V+dV
ZI
Y |

>
T >

r+dr 7

Figur 7.21: Volumelement av bjelke med krefter og momenter.

gitt av Newtons kraftlov:

2

—(V+dV)+V = pdxaa—;u(x, t) (7.95)

hvor p er masse/lengdeenhet av bjelken. Momentbalansen om y-aksen gjennom punktet
0 gir

(M +dM)— (V+dV)de — M =0 (7.96)
Divisjon med dz gir
ov O*w
— —(z,t) = p—==(2,¢ 7.97
V(o) = 02 2 et (7.97)
0g
M
%—x(a:, t)—=V(z,t)=0 (7.98)
Ved a sette inn lign. (7.98) i lign. (7.97) fas
O*M 0w
~ g2 @t = e (@) (7.99)

I fglge Euler-Bernoullis bjelketeori er forholdet mellom bgyemomentet og utbgy-
ningen gitt av
M(z,t) = EI )8211)( ) (7.100)
x,t) = r)—(x :
Y ax2 Y



230 Kapittel 7. Mekaniske resonanser

hvor E er elastisitetsmodulen til materialet i bjelken, og I(z) er flatetreghetsmomentet
av tverrsnittet av bjelken om y-aksen [18]. Ved a sette inn denne ligningen i lign. (7.99),
fas bevegelsesligningen for laterale svingninger i en uniform bjelke:

Mw 0w
Ligningen skrives gjerne
M 0w
2
hvor e
= — (7.103)

Denne type partiell differensialligning kan lgses ved a separere variable [21]:

w(z,t) = p(2)q(t) (7.104)
Bevegelsesligningen kan da skrives

¢ o) 1 dgl)
o) drt  q) de (7.105)

hvor w? er en positiv konstant. Ligningene i rom og tid kan skrives

d*e
% — B*¢(z) =0 (7.106)
di;gt) +wlq(t) =0 (7.107)
h
vor ) E pw2

Differensialligningen i tiden t er et enkelt svingesystem med poler i +jw, mens dif-
ferensialligningen i romkoordinaten x er av fjerde orden. Lgsningen av denne ligningen
er

¢(x) = B1e’® + Bye ™" + B3e?* 4 Bye P (7.109)

som ogsa kan skrives

¢(x) = C} cos fx + Cysin fx + Cs cosh fx + Cysinh Sz (7.110)

hvor B; og C; , i € {1,2,3,4} er konstanter som ma finnes fra grensebetingelsene.
Vanlige grensebetingelser er:

1. Innspent ende:
Utbgyning = w = 0 (7.111)

)
Stigningstall = 2 = 0 (7.112)
ox
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2. Fri ende:
By = mrZY g (7.113)
emoment = —_— = .
Y 0x?
83
Skjeerkraft = Ela—; —0 (7.114)

Grensebetingelsene i dette tilfelle er at bjelken er innspent for x = 0 og fri for x = /.
Dette gir konstantene C;, i € {1,2,3,4} ut fra ligningene

#(0) = Cy1cos0+ Czcosh0=0 = C1+C5=0 (7.115)
¢'(0) = B(Cycos0 + Cycosh0) =0 = Co+Cy=0 (7.116)

¢(x) kan dermed skrives
¢(x) = Cy(cos Bz — cosh Bx) + Cy(sin Bz — sinh fz) (7.117)
Grensebetingelsene for z = £ er
¢" (1) = —B2[C1(cos B + cosh B) + Cy(sin B¢ + sinh B£)] = 0 (7.118)

¢" (¢) = B*[Cy(sin B¢ — sinh B¢) — Cy(cos BL + cosh BE)] = 0 (7.119)

som gir ligningssystemet

cos Bl + cosh B4 sin ¢ + sinh (3¢ ciy (0O (7.120)
sin 3¢ — sinh B¢ — cos 3¢ — cosh 3¢ Cy ) \ 0 '

En ngdvendig betingelse for at dette ligningssystemet skal ha ikke-trivielle lgsninger for
Ci og Cs er at

cos 8¢ 4 cosh 8¢ sin B¢ +sinh 8¢ \
det < sin B¢ — sinh B¢ —cos 3¢ — cosh B¢ | 0 (7.121)
Y
cos 3l cosh fl = —1 (7.122)

Den transcendente lign. (7.122) er oppfylt bare for diskrete verdier av 3, og disse ver-
diene betegnes 3;, i € {1,2,3,...}. Hver av disse diskrete verdiene f3; svarer til en
formfunksjon ¢;(x) med konstanter Cy; og Cy;, og til en resonansfrekvens w; gitt ved

w; = @?E (7.123)

Konstanten Cy; kan uttrykkes ved Cy; ved a bruke lign. (7.118):

_cos Bl + cosh B¢ '
sin 3¢ + sinh 8¢

Coi = (7.124)

Lgsningen for ¢;(z) kan dermed skrives

¢i(z) = Cy;[(cos iz — cosh f;x) — ;i (sin f;x — sinh 5;x)] (7.125)
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hvor
_ 008 il + cosh (€ (7.126)
sin 3;¢ + sinh ;¢
Konstanten C7; ma velges og dette gjores vanligvis ved normaliseringen
¢
| plon@)Pdz =1 (7.127)
0
Lgsningen for utbgyningen blir
w(z, t) =Y wi(z,1) (7.128)
i=1
med
wi(z,t) = ¢i(2)q (1) (7.129)
hvor ¢;(t) oppfyller differensialligningen
d*qi(t) 2
o T ¢(t)=0 (7.130)

Den enkelte komponenten w;(x,t) kalles svingemodus .
Numeriske verdier for de fgrste verdiene av [3;¢ og «; er

Sl = 1.875104, oy =0.7341
Pl = 4.694091,  ay =1.0185
B3l = T7.854757,  ag = 0.9992
Bal =10.99554, a4 = 1.000

I dette eksemplet er

@ B g5

Wl_B%

7.8.2 Aktiv demping

Vi skal na utvikle en dynamisk modell for en innspent Euler-Bernoulli bjelke med
kraftpadrag. Kraften u antas a virke vinkelrett pa bjelken i posisjon x,. Dette kan
modelleres med en Dirac deltafunksjon §(z) i bglgeligningen:

Mw 0*w
chw(x, t)+ pﬁ(:p, t) =d0(x — z,)u (7.131)

Den partielle differensialligningen inneholder na et drivledd 6(z — x,)u og separasjon
av variable kan ikke brukes for a finne en lgsning. Vi benytter i stedet at pa et endelig
intervall 2 € [0, /] har differensialoperatoren 247‘4” et diskret spektrum med egenverdier

B; og tilhgrende egenfunksjoner ¢;, i € {1,2,3...} [23], hvilket vil si at

oxt

= Bloi(x), i€{1,2,...} (7.132)
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Losninger for f5; og ¢;(x) avhenger av grensebetingelsene. Egenfunksjonene ¢;(z) er
ortogonale for distinkte egenverdier (;, mens egenfunksjonene for sammenfallende egen-
verdier kan velges slik at de er ortogonale. Ortogonalitet av egenfunksjonene ¢;(x) betyr
i denne sammenheng at

l
hvor
_ )L =7
5is _{ o iz (7.134)

er Kroneckers delta.
Videre spenner ¢;(z), i € {1,2,...} ut hele lgsningsrommet [23]. Vi kan dermed
skrive lgsningen w(x,t) som en lineser kombinasjon av egenfunksjonene:

t) = i%(t)@(l’) (7.135)

Den partielle differensialligningen blir da

S lcat) 0 @)1 )T (0 o @) = o - mguy (7.136)

i=1

Innsetting av (7.132) og w? = ¢*3! gir
Z/sz [wiai(t) + ()] = oz — 2 )u(t) (7.137)

Vi skal na utnytte at egenfunksjonene er ortogonale for a komme frem til en hensikts-
messig form pa bevegelsesligningene. Dette gjgres ved a multiplisere ligningen med
¢;(z) og integrere over intervallet z € [0, ¢]. Vi finner

/ 65z Zp@ Jdelwlai(t) + Gilt / 65(2)5(x — ) dwu(?) (7.138)

hvor ledd som bare er funksjoner av tiden t er satt utenfor integrasjonen. For en
vilkarlig funksjon f(x) sa gjelder [! f(z)d(x — x,)dz = f(z,). Dette resultatet sammen
med innsetting av (7.133) gir

Wi gi(t) + Gi(t) = di(wa)u(t) (7.139)
som pa Laplacetransformert form kan skrives
qi(s) = Wt Szu(s) (7.140)

For a oppna aktiv vibrasjonsdemping benyttes en maling
y(t) = iz, 1) (7.141)

som er hastigheten til den elastiske utbgyningen i posisjon z,. Da er

Zqz )oi(zy) (7.142)
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Transferfunksjonen fra w til y blir

SRS

(s) = i 5Oi(2,)0r) (7.143)

= Wit
Vi kan gjore fglgende observasjoner ut fra denne transferfunksjonen:
1. Hvis maling og padrag er kollokert hvilket vil si at z, = x, = ¢, sa er transfer-
funksjonen fra wu til y passiv siden

Y(g) =3 S0ilr) (7.144)

2 2
U Wi s

som er en sum av passive transferfunksjoner. Passivitet kan ogsa pavises ved
energibetraktning. La V vare summen av potensiell og kinetisk energi. Da er

V(1) = y(tyu(t) — g(1) (7.145)
hvor fOT g(t)dt > 0 er energitap i systemet. Det folger at systemet er passivt.

2. Hvis maling og padrag ikke er kollokert hvilket vil si at z, # x,, kan det fore-
komme at ¢;(z,) og ¢;(x,) har motsatt fortegn for visse i. I sa fall er ikke trans-
ferfunksjonen fra wu til y passiv. I dette tilfelle kan det veere meget vanskelig a
oppna god ytelse ved aktiv vibrasjonsdemping.

3. Hvis ¢;(x,) = 0, sa vil ikke padraget v ha noen innvirkning pa svingemodus i, og
aktiv demping av denne svingemodus ¢ er ikke mulig ved bruk av padraget u. I
tilstandsrom-terminologi sier man at modus ¢ ikke er styrbar.

4. Hvis ¢;(z,) = 0, sa vil svingemodus ¢ ikke gi noe bidrag til malingen y, og
aktiv demping av denne svingemodus ¢ er ikke mulig ved bruk av malingen y. I
tilstandsrom-terminologi sier man at modus ¢ ikke er observerbar.

Eksempel 7.3 Vi betrakter en homogen kragbjelke av aluminium med rektangulaert
tverrsnitt, lengde ¢ = 2 m, bredde b = 0.05 m, hgyde h = 0.01 m, tetthet pr. lengdeen-
het p = b+ h-2700 kg/m3 = 1.35 kg/m, elastisitetsmodul £ = 70 - 10° N/m? og
flatetreghetsmoment I = bh3/12 = 4.167 - 107 m*.
Da er
B =0.937552m™", By = 2.3470455 m ™

ap = 0.734, ay = 1.018

Resonansfrekvensene finnes av w; = @21/% som gir

wy = 12.8 rad/s, wy = 80.1rad/s
Normalisering av formfunksjonene gir
011 = 0.6086 m, 012 = 0.6086 m

hvor konstantene C4; og C5 finnes ved numerisk integrasjon av (7.127). Formfunksjon-
ene for svingemodus 1 og 2 blir

¢1(x) = —0.6086 - {cos(f1x) — cosh(Bix) — 0.7341 - [sin(f1z) — sinh(F1z)]}  (7.146)
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0g
¢2(x) = —0.6086 - {cos(fax) — cosh(fax) — 1.0185 - [sin(fez) — sinh(faz)}  (7.147)

Anta at v, = v, =2 m. Daer

O1(20) = ¢1 () = 1.22, o) = do(z,) = —1.22

Transferfunksjonen fra w til y blir da

1.5s 1.5s 5(57.4% + s?)
= = 3.0 7.148
12.82 + 52 TR0 + 2 (12.82 4 52)(80.1%2 + 52) ( )

“(s)

som er passiv. Legg merke til at de komplekskonjugerte nullpunktene i s = £557.4
ligger mellom polene i s = £512.8 og s = +580.1 i absoluttverdi. En enkel P-regulator

u=—Kyy (7.149)

vil gi stabilitet og aktiv demping. Denne regulatoren vil forgvrig gi en effektdissipasjon
i systemet pa u(t)y(t) = —K,y(t)?. Forsterkningen K, er her bare begrenset av stoy og
digitaliseringseffekter.

Anta at padraget virker en fjerdedel ut pa bjelken, mens malingen tas pa enden slik
at z, = 0.5 m og v, = 2 m. Da er

G1(w,) = 012 ¢y(z,) = 1.22

Ga(x,) = 051 ds(w,) = —1.22

Transferfunksjonen fra w til y blir da

y 0.15s 0.62s s(47.6% — s?)

=(s) = — = —0.47 7.150

u<8) 12.82+ 52 80.1%2 + 52 (12.82 + 52)(80.12 + s?) ( )
Transferfunksjonen har et nullpunkt i hgyre halvplan for s = 47.6 som begrenser

bandbredden til systemet. Videre ser man at transferfunksjonen er summen av to
relativt like transferfunksjoner som har motsatt fortegn. Dette betyr at hvis man be-
nytter en P-regulator med negativ tilbakekobling, sa vil dette gi stabilisering gjennom
effektdissipering for modus 1. Imidlertid vil dette gi positiv tilbakekobling og desta-
biliserende tilfgring av effekt for modus 2, og det er dermed ikke mulig a dempe bade
modus 1 og 2 samtidig med en P-regulator. Det viser seg at denne type prosess er
meget vanskelig a regulere ogsa med avanserte regulatorer. Konklusjonen er at man
bgr ha kollokasjon mellom sensor og aktuator. [ |

7.8.3 Motor og Euler-Bernoulli bjelke*

En motor med treghetsmoment J,, og vinkel 6,, driver en Euler-Bernoulli bjelke med
lengde ¢ som vist i fig. 7.22.

Padraget i systemet er motormomentet 7,,,. Kun forste svingemodus tas med for
bjelken.

Posisjonen av et punkt pa bjelken er gitt av

b(z,t) = 20, (t) + w(z, t) (7.151)
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Figur 7.22: Motor som driver elastisk bjelke

hvor b(z,t) er buelengden fra nullposisjonen langs en sirkel med radius x. Den elastiske
bevegelsen tangentielt til bevegelsen bjelken ville hatt hvis den var et stivt legeme,
skrives

w(z,t) = i@(x)q@-(t) (7.152)

Her skal vi bruke egenfunksjonene ¢; for en innspent Euler-Bernoulli bjelke. Dette er en

relativt vanlig tilneermelse a gjore for denne type problemer. Hvis tregheten til motoren

er stor i forhold til tregheten av bjelken er dette en god tilnzermelse. Det antas at w er

sa liten at tillegget til buelengden kan tilnsermes med den tangentielle bevegelsen.
Bevegelsesligningen for motor og bjelke er gitt av spinnsatsen

h(t) = Ty (t) (7.153)
hvor spinnet for det distribuerte systemet er
. L >
h(t) = Jmbm + /0 [260,, + Z oi(2)Gi(t)] prdx (7.154)
i=1

Bevegelsesligningen blir:

(1) = Jn0) + Y- hilit) = Tt (7.155)
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hvor ,

Jy= J + / prtdz (7.156)
0g ’

hi = /OZ poi(x)xdz (7.157)

er spinnkoeffisient for svingemodus .

Ligningen for den elastiske bevegelsen er som lign. (7.102) bortsett fra at akselera-
sjonen i dette tilfelle er 9%b/0t* og ikke 9%w/Ot*:

ot 0?b

cza—;}(x, )+ 55 (0, 0) =0 (7.158)
Ved a sette inn .
w(z,t) = 2; i () (t) (7.159)
og " .
b(z,t) = 20, (t) + Zl ¢i(2)qi(t) (7.160)
fas . Z
;[czaﬁé”’(x)qi(t) + i) (1)] + b, (t) = 0 (7.161)

Egenfunksjonen ¢; oppfyller lign. (7.132), og dermed fremkommer
> dil@)[wiai(t) + ()] + 20 (t) = 0 (7.162)
i=1

hvor w? = 2B}, Vi eliminerer ¢;(z) ved & multiplisere med ¢;(x) og integrere over
z € [0,:
¢ ,
| pos(@){6.(@)lwalt) + di(t)) + 2 (t)}dr = 0 (7.163)
Ved a utnytte ortogonaliteten som gitt av (7.133) fas bevegelsesligningen

wiqi(t) + Gi(t) + hib () = 0 (7.164)

hvor h; er spinnkoeffisient for modus ¢ definert ved

¢
h; :/0 pdi(x)rdx (7.165)

Laplacetransformasjon av bevegelsesligningene gir

2

s
0g
Ji5%0, () + Y hisq; = Trn(s) (7.167)
i=1
som ved innsetting av ¢;(s) gir
o) h282

Ji8%0m(s) = Th(s) + > ms29m(s) (7.168)

=1 2
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Dermed kan den sgkte transferfunksjonen fra motormoment til motorposisjon finnes:
2

0, 1 I+ 50+ )+ %)

7. = e s )1+ )+ 27

Denne transferfunksjonen har fase stgrre eller lik —180° siden transferfunksjonen
fra motormomentet T, (s) til motorhastigheten #(s) = s6,,(s) er passiv. Det finnes
imidlertid ikke en enkel sammenheng mellom w,; og w; slik som tilfellet er med kun en
svingemodus som i lign. (7.15). Passivitetsegenskapene tilsier imidlertid at w; < wp;
for alle 3.

Til sist skal transferfunksjonen fra motormomentet til endeposisjonen by(t) = b(¢,t)
finnes. Fra definisjonen av b(z,t) er

be(s) = 0n(5) + 3 9u(O)a(s) (7.170)

(7.169)

Ved a sette inn for ¢;(s) fas

> gi(0)h;s?
For a komme videre betraktes kun den forste svingemodus (i = 1). Uttrykket forenkles
da til

be(s) = - i = Opn(5) (7.172)

(1 - (24—

Innsetting av 0,,(s) gir

b(s) = Jm52(1+;‘%)w T (s) (7.173)

nl

(01— (2 —1)5]

Leddet (% — 1) ma undersgkes ngermere:
¢
% = / ¢1é£) ¢1(x)prdx (7.174)
0

For den forste egenfunksjonen til en innspent Euler-Bernoulli bjelke gjelder
x
00> oula), 7€ (0,0

og folgelig er

Wﬁ)hl > [ ol ()P = 1 (7.175)
og dette betyr at
72:%_1% (7.176)

Transferfunksjonen fra motormoment 7,, til endeposisjon b, kan derfor skrives
2

bg 6[1 - /723_%]

- el 7.177
T (5) Tms2(1+ 5 (7.177)
nl

Dette viser at systemet er ikke-minimum fase med nullpunkt i s = 4w, /7 hvor 7 antas
a veere positiv.

Ved tilbakekobling fra b, er den praktisk oppnaelige bandbredden dermed begrenset
av w = wq /7y pa grunn av nullpunktet i hgyre halvplan.
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7.9 MATLAB-eksempler

Bodediagrammet for motor med last (figur 7.2 og 7.3) ble generert av:

K=0.5; JM=1; JL=1; D=0.05;
A= 0 1 0 0
-K/JM -D/JM K/JM D/JM
0 0 0 1
K/JL D/JL -K/JL -D/JL 1;
B=[01/JM 0 0]’;
c=[0 0 10];
D = 0;
w = logspace(-1,1,500);

[mag,phase] =bode(A,B,C,D,1,w);

clg, subplot(211)

axis([-1 1 -40 401);

semilogx (w,20%1og10(mag))
grid,xlabel(’w’),ylabel(’amplitude (dB)’)
axis;

if phase(1) > O, phase = phase-360;end
semilogx (w,phase, [0.1 10],[-180 -180])
grid,xlabel(’w’) ,ylabel(’fase’)

subplot(111)

Bodediagram for fire koblede masse (fig. 7.12-7.14) fas med folgende kommandoer.
De forskjellige transferfunksjonene kommer frem ved a endre pa C-matrisen:

d12=0.1; d23=0.1; d34=0.1;
k12=1; k23=1; k34=1;

A=T10 1 0 0 0 0 0 0
-k12 -d12 k12 di12 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
k12  d12 -k12-k23 -d12-d23 k23 d23 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 k23 d23 -k23-k34 -d23-d34 k34 d34
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 k34 d34 -k34 -d34 ];

B=[00 01 00 00];

cC=[00 00 00 0 1]1;

D = 0;
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w = logspace(-1,1,500);
[mag,phase] =bode(A,B,C,D,1,w);

clg, subplot(211)

axis([-1 1 -40 401);

semilogx (w,20%*1logl0(mag) )
grid,xlabel(’w’) ,ylabel (’amplitude(dB)’)

axis;

if phase(1) > 0, phase = phase-360;end

semilogx (w,phase) ,grid,xlabel (’w’) ,ylabel(’fase’)
print

Beregning av C; og (5 i eksempel 7.3 er gjort med

global beta alpha

L =2;

beta_1 = 1.875104/L; alpha_1 = 0.7341;
beta_2 = 4.694091/L; alpha_2 = 1.0185;
rho = 1.35;

beta = beta_1; alpha = alpha_1;

intl = quad(’phi_i_sqr’,0,L)

beta = beta_2; alpha = alpha_2;

int2 = quad(’phi_i_sqr’,0,L)
C11 = sqrt(1/(intl*rho))
C12 = sqrt(1/(int2*rho))

med funksjonen

function y = phi_i_sqr(x)

global beta alpha

z = beta*x;

phi = cos(z) - cosh(z) - alpha*(sin(z) - sinh(z));
y = phi.*phi;



Kapittel 8

Poler og nullpunkter i hgyre
halvplan

8.1 Innledning

Det forekommer at servosystemer er ustabile i apen slgyfe. For linezere systemer skjer
dette nar prosessen har poler i hgyre halvplan eller multiple poler pa den imaginaere
akse. Denne type prosesser ma styres med tilbakekobling for at de skal veere stabile.

Bruk av tilbakekobling kan i enkelte tilfeller gi en stgrre frihet i design av systemer
for hgy ytelse. Et eksempel pa dette er den nye generasjon av hurtighater med helt ned-
senkede foiler som er ustabile uten tilbakekobling fra hgydemaler og maling av krenging.
Et annet eksempel er en ny type jagerfly med vingene pekende forover. Denne typen fly
kan ikke styres av en pilot med styrestikke uten elektronisk stabilisering ved tilbakekobl-
ing fra maling av flyets vinkelhastighet og orientering som males med gyroskopbaserte
instrumenter.

8.2 Regulatordesign i Bodediagram

Ved bruk av Bodediagram eller Nyquistdiagram ma transferfunksjonen settes opp pa
standardform. For systemer med alle polene i venstre halvplan er standardformen

s+ Tys)(1 4 Tps) - ..
M) =K e+ T;> N

(8.1)

hvor ¢ € {0,1,2...}, r € {0,1,2...} og K, Ty, Ty... er positive konstanter, mens
T,, Ty, ... er konstanter som kan vaere positive eller negative. Hvis prosessen har poler
1/ Tlh 1 /T. 2h L hgyre halvplan skal transferfunksjonen ha formen

- sU 14+ T,s)(1+ Tps) ...
" U T+ Tos) (1075 — )(T3™s 1) -

hvor ¢ € {0,1,2...}, r € {0,1,2...} og K, T}, T5 ..., T TP er positive kon-
stanter, mens T;, Ty ... kan veere positive eller negative konstanter.

I det generelle tilfelle er det komplisert a bruke Bodediagrammet for systemer med
poler i hgyre halvplan. Det er viktig a veere klar over at det vanlige stabilitetskri-
teriet i Bode- eller Nicholsdiagram er formulert for systemer som ikke har poler i hgyre

241
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halvplan. For a finne stabilitetskriterier for systemer med poler i hgyre halvplan ma
Nyquistkriteriet (teorem 8.1) brukes. Alternativt kan man bruke algebraiske kriterier
som Rouths kriterium eller kriterier basert pa plasseringen til det lukkede systems poler.

8.2.1 Systemer med en pol i hgyre halvplan
Systemer uten apne integrasjoner

Gitt systemet
(14+T,s)(1 +Tps) ...
(Ths — 1)(1+T1s)(1 + Tss) . ..

som har en og bare en pol i hgyre halvplan. I Nyquistdiagrammet starter stedkurven
til ho(jw) i —K med en fase pa —180° for w = 0. Stedkurven ender i origo for w — oo.
Stedkurven til hg(jw) skal omslutte det kritiske punkt.

For dette systemet kan regulatorutvikling forega i Bodediagrammet som for en
betinget stabil prosess.

ho(s) = (8.3)

Systemer med en apen integrasjon

Gitt systemet
(1+Tus)(1+Tys) ...

ho(s) = Ks(ThS — (1 +T1s)(1 + Ts) . ..

(8.4)

som har en og bare en pol i hgyre halvplan og en apen integrasjon. I Nyquistdiagrammet
starter stedkurven til ho(jw) i s = +joo for sma og positive w. Kurven starter med fase
—270° og nar w — oo gker fasen til —90° - (1 4+ n, — n, + n,;) hvor n, er antall poler i
venstre halvplan, n, er antall nullpunkt i venstre halvplan og n., er antall nullpunkt i
hgyre halvplan, mens absoluttverdien gar til null. For negative w er kurven symmetrisk
om den reelle akse med kurven for positive w.

Im

Re

Figur 8.1: Nyquistkontur

I Nyquistkriteriet skal s gjennomlgpe en kontur omkring hgyre halvplan som bestar
av den imagingere akse s = jw for w € (—o00,4+00) og en sirkel med uendelig radius
om hgyre halvplan. hy(s) har en pol i origo, og konturen ma unnga denne polen for
a kunne gi noe resultat. Pa vanlig mate modifiseres konturen i s-planet med en liten
halvsirkel

s =rel? (8.5)
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Im

S =

Figur 8.2: Nyquistdiagram for system med en apen integrasjon og en pol i hgyre halvplan

hvor r er en liten positiv konstant og ¢ starter i —90° og gker til 90°. I Nyquist-
diagrammet svarer dette til en sirkel

ho(s) = —(K/r)e ™ = Rel’ (8.6)

hvor 6 = —180° — ¢ starter i —90° og avtar til —270°. Denne sirkelbuen omslutter hele
venstre halvplan og fglgelig omsluttes det kritiske punkt —1 + ;0.

Begrepet forsterkningsmargin ma presiseres for denne type system. Forsterknings-
marginen er AK = —|ho(jwiso)| (dB) hvor wigy defineres som frekvensen w > w, som
er slik at Zho(jw) = —180°.

Pa bakgrunn av dette kan vi sla fast:

e Gitt et system med slgyfetransferfunksjon hg(s). Anta at ho(s) har en og bare en
pol i hgyre halvplan og en enkel pol i origo. Hvis hy har positiv fasemargin og
forsterkningsmargin i Bodediagrammet, sa er systemet stabilt.

Stedkurven til systemet omslutter venstre halvplan og dermed det kritiske punkt
for s = re’® nar ¢ starter i —90° og gker til 90°. hq skal omslutte det kritiske punkt og
gi 1+ ho(s) et positivt vinkelbidrag pa 360° siden systemet har en pol i hgyre halvplan.
Stedkurven ma derfor omslutte det kritiske punkt for w > r. Hvis fasemarginen og
forsterkningsmargin er positiv, sa er dette oppfylt, og systemet er stabilt. [ |

Stedkurven til ho(jw) har i dette tilfelle mye til felles med stedkurven til et betinget
stabilt system. Spesielt gjelder dette at fasen er mindre enn eller lik —180° for w < w.
Generalisering

Systemer med flere poler i hgyre halvplan og flere apne integratorer ma analyseres i
Nyquistdiagrammet fgr stabilitetskriterier i Bodediagrammet kan utledes.
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8.2.2 Foglge- og avviksforhold

Hvis et system er stabilisert ved bruk av en eller annen teknikk for regulatordesign,
sa kan frekvensresponsen tegnes i et Bodediagram. Det tilhgrende Nicholsdiagrammet
kan da brukes til a finne fglge- og avviksforhold uavhengig av om det apne systemet
har poler i hgyre halvplan.

8.3 Autopilot for skip uten retningsstabilitet

Storre tankere mangler ofte retningsstabilitet, og ved utvikling av autopiloter for denne
type skip ma man designe en regulator for den ustabile prosessen fra rorvinkel ¢ til
kursvinkel ¢. En typisk modell for denne type skip er

1+Tis
o) = 505) = K S e =)

(8.7)

Den apne integrasjonen skyldes integrasjonen fra skipets kursvinkelhastighet til kurs-
vinkelen. Fglgende tallverdier, som beskriver en full-lastet tanker, er hentet fra [5]

K = 0.022
7 = 38s
T, = 16 s
T3 = 1925

Bodediagrammet er vist i figur 8.3 med en proporsjonalregulator med forsterkning
K, = 14. For lave frekvenser er asymptotisk helning pa amplitudekurven —1 pga. den
apne integratoren. Fasen starter imidlertid pa —270° pga. integratoren og polen i hgyre
halvplan. For haye frekvenser er fasen —180°. Kryssfrekvensen ma velges slik at fasen er
storre enn —180° som er ngdvendig for a oppna positiv forsterkningsmargin. Systemet
kan stabiliseres med P-regulatoren

0 = Kp(to — ¥) (8.8)

hvor )y er referansen. Nedre begrensning pa K, er Kz’,”i" = 2.2 for a oppna positiv
fasemargin.

En forsterkning K, = 14 gir en fasemargin pa omkring 35°, som er for lite for a
oppna en akseptabel ytelse.

Den karakteristiske ligningen er

s(1+Tys)(Tss — 1) + KK,(1+T1s) =0 (8.9)

og forsterkningen pa 14 gir poler i s = —0.0367 og s = —0.0103 £ 70.0512 som kan
finnes i MATLAB med

roots(conv([16 1 0],[192 -1]) + 14%0.022%[0 0 38 1])

De to komplekskonjugerte polene har relativ demping pa omkring 0.2.
Bedre ytelse er mulig med en PD-regulator

1+ Tys

5(8): pl"‘TfS

(1o — 1) (8.10)
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Figur 8.3: Bodediagram for autopilot for ustabil tanker. Proporsjonalregulator med
K, =14 er brukt.

Bandbredden som kan oppnas er avhengig av rorservoens bandbredde og stgyens karak-
teristikk. Her velges T; = T og Ty = 0.17; og K, = 20. Hgyere bandbredde er mulig
med mindre derivattid.

Den karakteristiske ligningen er
s(140.1T3s)(T5s — 1) + KK,(1 +Tys) =0 (8.11)

som har poler i s = —0.5609 og s = —0.0295 4+ 70.0303 som finnes i MATLAB med

roots(conv([1.6 1 0],[192 -1]) + 20%0.022%[0 0 38 1])

De to komplekskonjugerte polene har relativ demping ¢ = 0.7, som er en gunstig verdi.
Bodediagrammet er vist i figur 8.4.

Nyquistdiagram for autopilot med henholdsvis P- og PD-regulator er vist i figur 8.5.

Folgeforhold og avviksforhold er definert pa samme mate som for systemer som er
stabile i apen slgyfe, og kan finnes i Nicholsdiagrammet.
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Figur 8.4: Autopilot med PD-regulator. Systemet har akseptable stabilitetsmarginer.

8.4 Pol/nullpunkt-forkorting

8.4.1 Reelle poler i venstre halvplan

Pol/nullpunkt-forkorting eller kansellering er ofte brukt i servoteknikken ved regula-
tordesign. Spesielt ved bruk av begrenset derivatvirkning er det vanlig a forkorte en av
prosessens poler med nullpunktet i regulatoren.

En spenningstyrt likestrgmsmotor har transferfunksjon

1

hs) = s (8.12)
8(1 + 1—0)(1 + m)
Systemet skal ha en hastighetskonstant K, = 100.
En P-regulator
hi(s) = K, (8.13)

kan gi en kryssfrekvens w. = 10 rad/s med 45° fasemargin. Dette gir en hastighetskon-
stant
K, ~w.=10 (8.14)
som er under spesifisert verdi.
Bandbredden kan gkes ved a bruke en PD-regulator:
1+ 75

hQ(S) = KUl 4+ =
100

(8.15)
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Figur 8.5: Nyquistdiagram for autopilot med P-regulator (merket P) og PD-regulator
(merket PD). Det er tydelig at begge requlatorene gir et stabilt system siden stedkurven
omslutter det kritiske punkt en omdreining med urviseren. Videre er det klart at PD-
requlatoren gir storre fasemargin enn P-regulatoren.

Dette gir slgyfetransferfunksjonen

1
ho(s) = K, < . (8.16)
s(1+ 155) (1 + 1500)
Kryssfrekvensen kan na legges pa w, = 100 rad/s, og hastighetskonstanten blir
K, =~ w, =100 (8.17)

som spesifisert.
Legg merke til at polen i s = —10 ble forkortet med nullpunktet i regulatoren.

8.4.2 Komplekskonjugerte poler i venstre halvplan

Forkorting av én eller to reelle poler i venstre halvplan er vanligvis uproblematisk.
Pol /nullpunkt-forkorting har imidlertid ogsa veert brukt for komplekskonjugerte poler
med liten relativ demping. Her ma man veere forsiktig. En slik lgsning kan vaere meget
fglsom for parametervariasjoner nar dempingen er liten.
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Anta at en prosess har transferfunksjonen

1
h(s) = 5 (8.18)
hvor wy = 4 rad/s og (o = 0.1.
Med en P-regulator
hi(s) = K, (8.19)

er wigg = wo = 4 rad/s, og systemet har en forsterkningsmargin pa 6 dB (=2) hvis
hastighetskonstanten er

K, = (owo = 0.4 rad/s (8.20)
siden stabilitetsgrensen er
Ky grit = 2¢owo = 0.8 rad/s (8.21)
i fglge Rouths kriterium.
Kryssfrekvensen er her
we = K, (8.22)

For a oppna en kryssfrekvens som er hgyere enn den udempede resonansfrekvensen
wy, er det mulig a forkorte de komplekskonjugerte polene med nullpunktene i regulatoren

1+202 + %
hals) = Koy e (8.23)

2
wr

hvor w, og (. velges slik at spesifikasjonene til systemet oppfylles. Slgyfetransfer-

funksjonen blir

1
ho(s) = K”s(1 TRy (8.24)

2
Wy

Ved a benytte tilstrekkelig stor w, kan ideelt sett en vilkarlig hgy bandbredde oppnas.
I praksis er dette selvsagt ikke tilfelle pa grunn av umodellert dynamikk ved hgye
frekvenser.

Denne metoden har imidlertid visse ulemper:

1. Hvis forkortingen ikke er ngyaktig nok pga. at den korrekte verdien av wy ikke er
kjent eller varierer langsomt, kan kraftige resonanser opptre og den resulterende
ytelsen blir uakseptabel.

2. Det vil ofte kreve sveert mye effekt a dempe ut svingningene forarsaket av de
komplekskonjugerte polene i prosessen slik at systemet kan ga i metning og for-
kortingen ikke blir korrekt.

8.4.3 Poler pa den imaginaere akse

Gitt prosessen
1

") = E )

(8.25)
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som har poler i s =0 og s = £jwy. I dette tilfelle er det ikke hensiktsmessig a prgve a
forkorte polene med nullpunkter i regulatoren siden det resulterende system er meget
fglsomt for parametervariasjoner.

Anta at regulatoren
2 | 2
ho(s) = Ky— 0 (8.26)
1+2G2+ 5

w?

benyttes hvor w, > wy og @y er den beregnede verdien for wy. Slgyfetransferfunksjonen

kan tilnsermes med 2 o2

5%+ w§

hols) = Kot vy

hvis det antas at w, > w,. som er kryssfrekvensen.
Stabilitet nar wg # wy kan studeres med Rouths kriterium. Det karakteristiske

polynom som er telleren i 1+ hg(s) er

(8.27)

$* 4+ K,s* + wis + K,of (8.28)
Stabilitet oppnas hvis
K,(wg—&5) >0 (8.29)
som bare er tilfredstilt hvis
Wy < Wo (830)

hvilket betyr at stabilitetsmarginen til systemet med hensyn pa variasjoner i wy er lik
null.
Denne metoden ma ikke benyttes for denne type system.

8.4.4 Poler i hgyre halvplan

Det er ikke mulig a forkorte en pol i hgyre halvplan med et nullpunkt. I s-planet gar
det tilsynelatende an a oppna forkorting, men det er klart fra Nyquists teorem at dette
ikke er tilfelle.

Anta at et system har slgyfetransferfunksjonen hy(s) med N, poler i hgyre halvplan.
Nyquists stabilitetsteorem [3] er da som folger:

Teorem 8.1 (Nyquists stabilitetsteorem) For at et lukket system skal veere stabilt
ma vektoren 1+ ho(s) fa en vinkelendring lik 27N, nar s gjennomlgper en kontur rundt
hele hgyre halvplan med urviseren.

Legg merke til at det ikke influerer pa kriteriet om ho(s) har nullpunkter som sam-
menfaller med polene i hgyre halvplan. Dette betyr at hvis man prgver a forkorte en
pol i hgyre halvplan med et nullpunkt, sa kan man ikke etterpa stabilisere systemet
som om N, = 0.

Studerer man problemet i tidsplanet ser man ogsa at polens dynamikk ikke forkortes
siden transienter ikke gar til null som forutsatt i frekvensanalysen, men til uendelig for
poler i hgyre halvplan. Dette vises med fplgende utledning som er hentet fra [3]:

Et system

y(s) = h(s)u(s) (8.31)
patrykkes en sinussvingning

ugsinwt, t>0
u(t) = { 00 120 (8.32)
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som har Laplacetransformasjonen

u(s) = R (8.33)
Den resulterende malingen blir
Uow
=h 8.34
s) = his) 5 (331
Invers Laplacetransformasjon gir
1 ytioo Uw
H=5- [ h tsq 8.35
W) = 5 [ ) s (5.35)

Hvis det antas at h(s) har n distinkte poler i s = s;, i € {1,2...n} blir resultatet

h(jw)ugwe®t  h(—jw)ugwe It

t) =
y(t) 2jw 2w
" (s — s;)h(s)ugwe’
s=s; 8.36
S SLELIUEEL 536)

i=1

I frekvensanalysen antar man at t — 0o, og at alle poler ligger i venstre halvplan. I
sa fall vil alle leddene bak summetegnet ga til null fordi exp{ts;} — 0 nar ¢t — oo. Hvis
polen s = s; er i hgyre halvplan, vil imidlertid exp{ts;} — oo og systemet er ustabilt,
og dette endres ikke uansett hvilke nullpunkter man introduserer i A(s).

I den reguleringstekniske litteratur (f.eks. [22]) ser man ofte pastanden at man ikke
ma forkorte poler i hgyre halvplan fordi den minste ungyaktighet i kompensasjonen
medfgrer ustabilitet. Dette er ikke korrekt siden ogsa perfekt forkorting av en pol i
hgyre halvplan gir et ustabilt system.

Eksempel 8.1 Gitt prosessen

y=y-+u (8.37)
Laplacetransformen gir
1
y(s) = ——u(s) (3.39)
Anta at regulatoren
K,
he(s) = —(s—1) (8.39)
s
benyttes. Slgyfetransferfunksjonen blir
K,1-s K
ho(s) = — = 8.40
ols) s 1—s 5 ( )

Denne prosessen vil vaere ustabil for alle K, € (—oo, +00), hvilket sees av det karak-
teristiske polynom
s+ (K, — 1)s — K, (8.41)

Siden koeffisientene har forskjellig fortegn, er systemet ustabilt i folge Rouths kri-
terium. -
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8.4.5 Kommentar*

Ved bruk av konvensjonelle regulatorer av PID-typen er det apenbart at poler pa den
imaginaere akse og i hgyre halvplan ikke kan forkortes bort. Dette er imidlertid et
problem i en del avanserte reguleringsmetoder hvor pol/nullpunkt-forkorting inngar
implisitt. Eksempler pa dette er alle typer reset-regulatorer som minimum-varians og
dead-beat regulatorer, de vanligste modellreferanse adaptive regulatorer og loop-transfer-
recovery type regulatorer. Disse regulatorene kan ikke uten videre benyttes for systemer
med poler i hgyre halvplan eller pa den imaginaere akse.

8.5 Nullpunkter i hgyre halvplan

Pa bakgrunn av kapittel 8.4.4 er det apenbart at et nullpunkt i hgyre halvplan ikke
kan forkortes med en pol i hgyre halvplan. Dette har interessante konsekvenser for
folgeforholdet.

Et system har slgyfetransferfunksjonen

ho(s) = 1) (8.42)

Folgeforholdet blir da

M(S) _ ho(S) _ t(S)
1+ ho(s)  t(s)+n(s)
Legg merke til at nullpunktene i hg(s) ogsa er nullpunkter i M(s).
Det er en fundamental forskjell pa innvirkningen fra nullpunkter i hgyre og venstre
halvplan pa fglgeforholdet.
Anta forst at ho(s) har et nullpunkt i s = —a i venstre halvplan: Det er velkjent fra
grunnleggende frekvensanalyse for tilbakekoblede systemer at

(8.43)

M(jw) =1 for |ho(jw)| > 1 (8.44)

M (jw) = ho(jw) for |ho(Jw)| < 1 (8.45)

Folgeforholdet vil altsa oppfylle M (jw) = 1 for frekvenser opp til kryssfrekvensen som
kan velges uavhengig av nullpunktet i —a.

Anta sa at hg(s) har et nullpunkt i s = b i hgyre halvplan: Dette nullpunktet kan
ikke forkortes med en pol, og det vil derfor ogsa veere et nullpunkt i fglgeforholdet.
Sporsmalet er da om det er mulig & undertrykke virkningen av nullpunktet pa M(s)
ved a ha tilstrekkelig stor forsterkning. Det viser seg at dette ikke er mulig.

e Gitt et apent stabilt system med et nullpunkt for s = b i hgyre halvplan. Anta
videre at det er spesifisert at kryssfrekvensen skal ligge i et intervall med asympto-
tisk helning lik -1 pa amplitudekurven og med asymptotisk fase stgrre enn —180°
i Bodediagrammet. Da er kryssfrekvensen begrenset av w, < b.

Dette vises ut fra egenskapene til asymptotiske kurver i et Bodediagram: Et nullpunkt
i hgyre halvplan gir —90° fase, og endrer helningen pa amplitudekurven med +1. Anta
at w. > b. Hvis amplitudekurven skal ha asymptotisk helning lik —1, sa ma fasekurven
ha asymptotisk fase mindre eller lik —270°. [
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Polene i en fysisk prosess kan flyttes ved tilbakekobling, og nullpunkter i venstre
halvplan kan elimineres. Nullpunkter i hgyre halvplan kan man ikke influere pa ved til-
bakekobling. De kan bare pavirkes ved a endre prosessen f.eks. ved a flytte malepunktet.
I servosystemer med elastisitet mellom padragsorgan og maleelement kan man endre
nullpunkter i hgyre halvplan ved a flytte pa maleelementene.

Eksempel 8.2 Gitt systemet

—s?+1
s(s% + 10s + 100)

h(s) = 10000 (8.46)

som har en pol i origo og to komplekskonjugerte poler med udempet resonansfrekvens
lik 100 og relativ demping lik 0.5. Systemet har to nullpunkt i +1 som er speilet om
den imaginaere akse. Systemets Bodediagram er vist i figur 8.6.

Figur 8.6: Bodediagram for system med nullpunkt © hgyre halvplan.

Det er klart fra Bodediagrammet at det ikke er mulig a stabilisere systemet med
seriekompensasjon for en kryssfrekvens hgyere enn 1 rad/s. Hvis derivatvirkning innfgres
for a heve fasen, vil amplitudekurven fa positiv helning, og den vil derfor ikke kunne
krysse 0 dB-linjen

|
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Det er i visse tilfeller mulig a ha en stabil tilbakekobling med en kryssfrekvens som
ligger over knekkfrekvensen assosiert med et nullpunkt i hgyre halvplan. Dette skal
illustreres med fglgende eksempel:

Eksempel 8.3 Gitt systemet

(8.47)

Den karakteristiske ligningen er
(1+K)s—K=0 (8.48)

og i folge Rouths kriterium er systemet stabilt hvis —1 < K < 0. Kryssfrekvensen w,
gitt av |ho(jw.)| = 1 finnes av

2
1
h(jw)|? = KQWC; (8.49)
som gir
K2
2 _
We =113 (8.50)
hvilket betyr at systemet kan stabiliseres for alle w, € (0, +00) ved a velge en passende
K € (-1,0].

I Bodediagrammet ser man imidlertid at for w. > 1, som er nullpunktets knekk-
frekvens, er den asymptotiske helningen pa amplitudekurven lik 0, og det er klart at
fasemarginen gar til null nar w. > 1. Videre er fglgeforholdet

M(s) = 5 (8.51)

som ikke er akseptabelt for w. > 1, siden dette gir |M (jw)| = w. > 1 for alle w > w,.. W

8.6 Begrensninger pa avviksforholdet N(s)

Vi skal i det fglgende presentere analytiske uttrykk for begrensninger som gjelder for
avviksforholdet for tilbakekoblede systemer. Spesielt skal vi se pa systemer med poler
og nullpunkter i hgyre halvplan!.

Teorem 8.2 (Bodes integralsetning) Gitt et tilbakekoblet system med slgyfetrans-
ferfunksjon ho(s). Anta at ho(s) ikke har nullpunkter i hgyre halvplan, at ho(s) har N,
poler i hgyre halvplan i p; (i = 1,...,N,), og at hy har relativ grad sterre eller lik 2.
Da vil avviksforholdet

1
N(s)= ——
() =17 ho(s)
tilfredstille
o0 Np
/ In |N(jw)|dw = 7> Re[p;] (8.52)
0 i=1

!Dette delkapittelet er utarbeidet av vit.ass. Erling Aarsand Johannessen
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Bevis: Dette er vist i [16, teorem 3]. |

Anta forst at N, = 0, dvs. systemet er stabilt i apen slgyfe. Da er

/Ooln|N(jw)|dw —0.
0

Arealet som |N(jw)| avgrenser under 0 dB-linjen vil da veere like stort som det arealet
som avgrenses over 0 dB-linjen. Det er vanlig a ha en gvre grense for absoluttverdien
|N(jw)]| til avviksforholdet i visse frekvensomrader. Nar |N(jw)| presses under grensen
i dette omradet, vil |N(jw)| oke i et annet omrade. Dette er kalt vannseng-effekten [11],
og analogien er klar.

Hvis na systemet har poler i hgyre halvplan, vil N, > 0. Dette betyr at en stgrre del
av integralet [;°In|N(jw)|dw ma veere positivt. Sterrelsen er avhengig av hvor langt
inn i hgyre halvplan polene ligger.

Im

Jw

Re

Figur 8.7: Sammenheng mellom z, w o0g 0,(w)

Teorem 8.3 Gitt et tilbakekoblet system med slgyfetransferfunksjon hg(s). Anta at
ho(s) har et enkelt reelt nullpunkt s = z i hgyre halvplan og N, poler i hgyre halvplan
ip; (i=1,...,N,). Avviksforholdet N(jw) tilfredstiller da

+z
/O In| N (jw)|db, (w ;1 zz — (8.53)
hvor w
0,(w) = arctan -
og s
df,(w) = mdw
Bevis: Dette folger av [16, teorem 1]. ]

Sammenhengen mellom z, w og 0,(w) er vist i figur 8.7. Forskjellen i ligningene (8.53)
og (8.52) ligger i vektfunksjonen
deo, z

= — 8.54
dw 224+ w? ( )
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Vi ser at df,/dw — 0 nar w — 0, slik at et system med nullpunkt i hgyre halvplan
vil gi en stgrre toppverdi for | N(jw)| enn et tilsvarende system uten nullpunkt i hgyre
halvplan [16].

Det kan vises at ligning (8.53) reduseres til (8.52) nar z — oo.

Talleksempel

Vi illustrerer det foregaende med et enkelt talleksempel. Betrakt to systemer med
slpyfetransferfunksjoner

4 hs) — A 17028
(1+s)2 & "7 0102 Tr02s

hoi(s) = (8.55)

Her har hgy et nullpunkt s = 5 i hgyre halvplan. Man kan tenke seg at hg; har et
tilsvarende nullpunkt i venstre halvplan som kanselleres mot en pol.

10% 10"

;
10* 10°

10
Frekvens

Figur 8.8: Frekvensrespons for avviksforholdene

Begge systemene er stabile i lukket slgyfe. La N;(s) og Na(s) betegne avviksforhold-
ene for de to systemene. I begge tilfeller har vi V,, = 0, og ifglge teorem 8.2 og teorem 8.3
ma avviksforholdene tilfredstille henholdsvis

/Ooo In [Ny (jo)|dw = 0 (8.56)

0g

Figur 8.8 viser frekvensresponsene til de to avviksforholdene. hgy har et nullpunkt i
s =5, og dermed vil vektfunksjonen 5/(5? + w?) veere mye mindre enn 1 for frekvenser
som er mye stgrre enn w = 5. Her er slgyfetransferfunksjonen valgt slik at |Ny(jw)| er
mye mindre enn 1 for w < 1, og dermed ma |No(jw)| > 1 i et frekvensintervall mellom
1 rad/s og 5 rad/s. hg; har ikke nullpunkt i hgyre halvplan, og vektfunksjonenen er
derfor konstant og lik 1. Dermed er det tilstrekkelig at | Ny (jw)| er litt stgrre enn 1 for
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alle w > 1. Vi legger merke til at |Na(jw)| har en maksimalverdi pa 12 dB, som betyr
at systemet har en kraftig resonans ved kryssfrekvensen, mens |N;(jw)| er mindre eller
lik 3 dB, som gir en akseptabel ytelse.

8.7 Invertert pendel

8.7.1 Dynamisk modell

En invertert pendel er en ustabil prosess. I det fglgende skal en dynamisk modell for
en invertert pendel utvikles, og et reguleringssystem presenteres.

Anta at pendelen er montert pa en vogn som posisjoneres med en likestrgms-
motor. Vognens masse er m,, posisjonen betegnes med x, og kraften pa vognen fra
likestrgmsmotoren betegnes med F. Motoren er strgmstyrt og har modellen

Tl = Kpu — T, (8.58)

hvor 6, er motorvinkelen, u er padraget, K; er momentkonstanten og .J,,, er motorens
treghetsmoment. 77, er lastmomentet som skyldes vognen. Motoren antas a trekke
vognen med en snor som kan dra vognen begge veier. Snoren lgper over et hjul som er
koblet direkte pa motorakslingen. Dette hjulet har radius r. Lastmomentet er derfor

T, =rF (8.59)
mens sammenhengen mellom rotasjonsbevegelse og translasjonsbevegelse er gitt av
i =76, (8.60)

Pendelen er et massepunkt med masse m, i enden av et stag med lengde L. Staget
antas a veere masselgst. Pendelens vinkelutslag fra vertikal stilling oppover betegnes
med 0,. Systemet er vist i fig. 8.9.

Newtons lov for vognen gir

(my + myp)i + my,LB, cosb, = F (8.61)
Innsetting av motorligningen og lign. (8.59) gir ligningen

. 1 .
(my +my,)E + m, L0, cos B, = ;[—Jmé’m + Kru) (8.62)

Innsetting av 6,, = # /7 og linearisering om 6, = 0 ved a sette cos 6, ~ 1 resulterer i

1 . K
(M +my, + ﬁJm)x +m,L0, = TTU (8.63)
Spinnsatsen for pendelen gir
my L0, +m,Li = m,Lgsin6, (8.64)

hvor g er tyngdeakselerasjonen. Modellen kan lineariseres om 6, = 0 ved a sette sin 6, ~
0,. Den lineariserte ligningen skrives

.. 1
Op + 7% = 20, (8.65)
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Figur 8.9: Invertert pendel

hvor Q2 = g/L.
Modellen bestar av to koblede ligninger, og kan skrives

1 1 0 020
L p — p P
( mpL  (my, +m, + —T12 m) ) < T ) ( —IiTu ) (8.66)

Det er karakteristisk for mekaniske systemer bestaende av stive legemer at akselera-
sjonene er koblet gjennom en massematrise som her er

1 1
M = L 8.67
(mpL (mv+mp+r%m)> (8.67)
Denne matrisen er inverterbar og oppfyller
- 1 (my +my + %) —=
M'=——°— v el L 8.68

Akselerasjonene kan derfor lgses ut, og modellen skrives
0, = Q20, — biu (8.69)

T = a29p -+ bQU (870)

hvor konstantene er gitt av

_mv+mp+r%Jm

Oz L Q2 (8.71)
m, L2
v 7’2 m
K
by = T (8.73)

rL(m, + 5Jn)
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by
U — 1 0 —+ ¥ 1 x
by ol L as =
0

Figur 8.10: Blokkdiagram for invertert pendel.

Kr
by = ——5—= 8.74
? r(my + 25 Jm) (8.74)
Blokkdiagrammet er vist i figur 8.10.
Legg merke til at Q2 > Q;.

8.7.2 Regulator for pendel
Regulatordesign ved polplassering

Modellen (8.69) og (8.70) omfatter to variable x og 6, som skal styres, men bare ett
padrag?. Det er derfor ikke helt innlysende hvordan prosessen skal styres. Det er
imidlertid klart at ¢, ma styres med hgy bandbredde slik at ikke pendelvinkelen blir
for stor og det blir umulig a rette den opp igjen. Det er ikke ngdvendig a styre vognens
posisjon like raskt. Sa lenge vognen ikke gar i endestopp er det ikke kritisk om det blir
et avvik.

Folgende lgsning foreslas her:

1. Pendelens vinkel 6, styres i en indre slgyfe med hgy bandbredde.

2. Vognens posisjon x styres i en ytre slgyfe med lavere bandbredde.

Laplacetransformasjon av modellen for pendelen gir
by by
9 = — = —
W) = e T T TG =)

som viser at prosessen har to reelle poler, den ene i hgyre halvplan og den andre
symmetrisk om origo i venstre halvplan.
Folgende regulator foreslas:

(8.75)

1 )
— (k16 + kyA) (8.76)

1

u =
hvor A = 6y — 0, er reguleringsavviket, 6, er referansen til pendelvinkelen 6, og k; og
ko er positive konstanter. Det resulterende systemet kan beskrives ved

ki +k
Gp(s) _ 1+ Ras

52 + sz + kl
2Dette kan betegnes som et multivariabelt system som kan styres ved bruk av teorien for multi-
variable reguleringssystemer. Det er imidlertid ogsa mulig a styre prosessen ved bruk av monovariable
teknikker.

—%(s) (8.77)
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Systemet har altsa folgeforholdet

0 k?l + k’QS
M = P =
p(S) 90 (3) s2 + kos 4 ki — Qg

(8.78)

I folge Rouths kriterium ma k; > Q2 for at systemet skal veere stabilt.
Anta at det er gitt at polene skal ha udempet resonansfrekvens w2 > Q2. og at
relativ demping skal veere (y. Regulatorforsterkningene settes derfor til

k= Qf + wi (8.79)

ko = 2Cowo (8.80)

som gir fglgeforhold
- Q(Q) + wg + 2C0w08

My(s) = 5 2Cons @ (8.81)
og avviksforhold
s —Q2
Ny(s) =1—M,(s) = 1 2owos 1 2 (8.82)
For frekvenser opp til bandbredden wy gjelder
| M, (jw)| = qu—;wg ~1 forw < wp (8.83)
0
siden w? > Q2. For avviksforholdet gjelder tilnsermelsen
| % <1 w< N
[N (jw)| = { :_g <1 O < w < @y (8.84)

Avviksforholdet er lite for frekvenser under wy. Legg merke til at avviksforholdet har
et nullpunkt i hgyre halvplan som fglge av polen i hgyre halvplan. Dette resulterer i en
nedre begrensning Q2 /w2 pa |N,(jw)| ved lave frekvenser.

Regulatordesign med Bodediagram

Det er mulig a bruke Bodediagram ved regulatordesign for prosessen, som har transfer-
funksjon

2!
h(s) = 8.85
(5) (s 4+ Q) (s — Qo) (8.85)
Modellen bringes fgrst over pa formen
1
h(s) = K (8.86)

hvor K = by /2.

Den asymptotiske amplitudekurven har helning 0 opp til w = €y, og deretter —2.
Fasen er konstant lik —180°. Dette sees forgvrig av h(jw) = 1/(—w? — Q2) som er reell
og negativ.

For a heve fasen trengs en PD-regulator

ho(s) = K,(1 + Tys) (8.87)
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Kryssfrekvensen ma velges slik at w. > )y for at systemet skal fa en akseptabel for-
sterkning ved lave frekvenser.

For at systemet skal veere stabilt ma K,/ > 1. Dette kriteriet kan vises a veere
ekvivalent med stabilitetskriteriet som ble funnet ved bruk av polplassering. Sammen-
hengen mellom konstantene er gitt av K, = k1/b; og K = b;/Q2. Stabilitetskravet pa
kq var ky > Q3, som betyr at K,K > Q3/Q3 = 1.

8.7.3 Styring av vognen

Vognen styres med tilbakekobling i en ytre slgyfe. Regulatoren til den indre slgyfen de-

signes forst, og prosessen som skal reguleres av den ytre slgyfen er den fysiske prosessen

med den indre slgyfen. Padraget i ytre slgyfe er referansen 6, til den indre slgyfen.
Padraget er

u(s) = —b—ll(k:l + kas)AB(s) (8.88)
Innsetting av Af(s) = N,(s)0y(s) gir
u(s) = —b—ll(k:l + kos)N,(s)bo(s) (8.89)
Videre er
() = My(5)6o(s) (5.90)
Innsatt i lign. (8.70) gir dette
s%x(s) = [agM,(s) — 2—?(161 + kaS)Np(5)]00(s) (8.91)

Fra lign. (8.82) og (8.78) finnes sammenhengen
(1 + kas)Ny(5) = (2 — O3) My (s) (5.92)
mens lign. (8.73) og (8.74) gir by/b; = L. Modellen for vognen kan derfor skrives
s°x(s) = [ag — L(s* — Q3)| M, (5)0(s) (8.93)
Dette uttrykket kan forenkles ved a observere at

. . 0?2
02t ay/L =T Eermge Ty 2 (8.94)

1 D 1
mv+r_2t]m mv+r_2<]m

hvilket fglger av lign. (8.71) og (8.72). Dette gir

o(s) = —L° 5 D 0 ()60 (5) (8.95)

Ut fra utledningen over har resultatet, lign. (8.95), en overraskende enkel form.
Ligningen kan ogsa finnes ved Laplacetransformasjon av lign. (8.69) og (8.70) som gir

0,(s) = —SQ%Q%U(S) (8.96)
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0g
s%2(s) = az0,(s) + bau(s) (8.97)
Innsetting av
u(s) = —%ep(s) (8.98)
og by /by = L gir
sa(s) = laz — L(s" — Q5)]0,(s)
2 2 myl
= —L[s" = (% - m)]ep(s) (8.99)
= —L(s* = Q22)0,(s) (8.100)
(8.101)

Lign. (8.95) fremkommer da ved & sette inn lign. (8.90) og dividere pa s°.
Bandbredden w, i den ytre slgyfen begrenses av nullpunktet s = €2, i hgyre halvplan
slik at w, < €2,. I dette frekvensomradet er M, ~ 1, og

(s) = Y Qﬂ'z’eo(s) (8.102)

52

En passende regulator til vognen er derfor

1
bo = =7 (9182 + g2A8) (8.103)
hvor
g =W (8.104)
og
g2 = 2Cew. (8.105)

som gir et lukket system hvor polene har udempet resonansfrekvens w, og relativ demp-
ing (.. I et Bodediagram vil man finne at kryssfrekvensen er tilnsermet lik w..
Det endelige systemet er vist i figur 8.11.

by

00 u

L0 PD Pendel > ) >

g
)
Y
2@

Figur 8.11: Blokkdiagram som viser styresystem for invertert pendel med indre og ytre
sloyfe.
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8.8 MATLAB-eksempel

Nyquistdiagram av P- og PD-regulator pa autopilot (fig. 8.5) er generert med script-
filen:

o
I

0.022; t1 = 38; t2 = 16; t3 = 192;
t = 14xkx([38 1]);
n = conv([16 1 0],[192 -1]);

w = logspace(-2,2,500);

20*kx*([38 11);
conv([1.6 1 0],[192 -11);

tpd
npd

nyquist (tpd,npd,w) ;hold on
nyquist(t,n,w);hold off

gtext(’P’)
gtext (’PD’)



Kapittel 9

Foroverkobling

9.1 Foroverkobling fra referansen

Foroverkobling fra referansen kan i mange tilfeller gi en kraftig forbedring i ytelse
i et servosystem. Dette er spesielt tilfelle hvis servosystemets dynamiske modell er
ngyaktig beskrevet. Tilbakekoblingen kompenserer for ungyaktigheter i modellen og uk-
jent stgypavirkning, mens en foroverkobling er velegnet til a kompensere for fenomener
som er ngyaktig modellert. Hvis den dynamiske modellen til et system er perfekt kjent,
kan perfekt styring oppnas uten tilbakekobling ved a anvende ideell foroverkobling. I
den virkelige verden er det imidlertid sveert sjelden at prosesser er sa ngyaktig beskrevet,
og tilbakekobling brukes derfor i stor grad i servosystemer.

9.1.1 Ideell foroverkobling

En ideell foroverkobling fra referansen i et servosystem baseres pa den inverse transfer-
funksjonen til systemet. Anta at et system er beskrevet ved

y(s) = h(s)u(s) (9-1)

hvor y(t) er maling og
u(t) = w(t) + up(t) (9.2)
er padrag, u(t) er tilbakekoblingen og us(t) er foroverkoblingen. Systemet skal folge

referansen yo(t). Anta at prosessen er perfekt beskrevet og uten stgypavirkning, og at
reguleringsavviket

e(t) = yo(t) — y(t) (9-3)
har initialverdi lik null. Da vil foroverkoblingen
ug(s) = h'(s)yo(s) (9.4)

gi perfekt fglging og betegnes derfor som en ideell foroverkobling fra referansen.
Blokkdiagrammet for systemet med ideell foroverkobling er vist i figur 9.1. Legg merke
til at den ideelle foroverkoblingen finnes uavhengig av tilbakekoblingen u;(t).

Eksempel 9.1 Gitt prosessen
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h(s)™!
wols) |, o h(s) h(s) v(s)

Figur 9.1: Ideell foroverkobling fra referansen

og referansen yo(t). Den ideelle foroverkobling er her
ug(s) = s%yo(t) (9.6)
som er den dobbeltderiverte av referansen yg(t).

1. Anta at yo(t) er generert ved

yo(t) = yo(to) + /t: /t: ao(7)drdo (9.7)

hvilket vil si at den dobbeltderiverte av referansen er spesifisert som ag(t) og
yo(t) beregnes ved a integrere opp ao(t) to ganger. Dette er relativt vanlig i
robotstyring.

Den ideelle foroverkoblingen kan da implementeres ved a bruke

us(t) = ag(t) (9.8)

som vist i figur 9.2.

oot | ) rer 1)

Figur 9.2: Ideell foroverkobling fra akselerasjonsreferansen. Legg merke til at den ideelle
foroverkoblingen er realiserbar.

2. Anta at referansen yo(t) er et signal fra et maleinstrument som f.eks. en radar eller
et kamerasystem ved folging av et objekt i bevegelse. I dette tilfelle vil referanser
inneholde stgy, og derivasjon to ganger vil kunne gi kraftig stgypavirkning ved
hgye frekvenser. Det vil derfor neppe veere gunstig a bruke en ideell foroverkob-
ling. En god lgsning kan veere a derivere yo(t) opp til en passende frekvens som
vil kunne gi god ytelse hvis referansen varierer med lave frekvenser.
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Fglgeforhold og avviksforhold

En prosess er beskrevet med transferfunksjonen

y(s) = h(s)u(s) (9.9)
Tilbakekoblingen er
u(s) = he(s)e(s) (9.10)
hvor e(t) = yo(t) — y(t). Systemet har foroverkobling
ug(s) = hy(s)yo(s) (9.11)

Under disse forutsetninger skal folgeforhold og avviksforhold for systemet finnes. Malin-
gen er gitt av

y(s) = h(s)u(s) +ur(s)] = ho(s)lyo(s) — y(s)] + his)hs(s)yo(s) (9.12)

Dette gir
(14 ho(s)ly(s) = [ho(s) + h(s)hs(s)]yo(s) (9.13)
og dermed finnes fglgeforholdet ved fglgende utregning:

_ Yy To(s) +h(s)hy(s)
M(s) = %@) - — (S>f (9.14)
_ hols) hy(s)
= 1x ho(5) 1+ hr(s)] (9.15)

hvor det er brukt at ho(s) = h(s)h,(s). Med ideell forovekobling hs(s) = h™*(s) ser

vi av (9.14) at M(s) = 1 for alle s. Dette betyr at malingen folger referansen for alle

frekvenser hvis systemet har null initielt avvik, dvs. e(ty) = 0 = e(t) = 0 for alle t > t,.
Videre er

N(s) = i(s) - yoy; Y(s)=1— M(s) (9.16)

Ved bruk av (9.14) gir dette

_ o _ho() Fh(hy(s) L
N(s) = 1 s e WAL (9.17)

Med ideell forovekobling fas N(s) = 0 for alle s. En interessant konsekvens av dette er
at med ideell foroverkobling gjelder

1+ ho(s)]e(s) = 0 (9.18)

som betyr at reguleringsavviket e ikke pavirkes av referansen yg, og at et transient
reguleringsavvik gar til null med dynamikk gitt av 1+ hg(s).

Eksempel 9.2 Et ledd i en industrirobot beskrives med modellen®

G(t) = u(t) (9.19)

!Denne modellen er ngyaktig den modellen man fir om man benytter ulineser dekobling pa en robot
med strgmstyrte likestrgmsmotorer.
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hvor ¢(t) er leddvinkelen og u(t) er padraget. Akselerasjonsreferansen er gitt ved Go(t)
som er kontinuerlig med hensyn pa ¢, og hastighetsreferansen ¢y (t) og posisjonsreferan-
sen qo(t) genereres ved a integrere opp go(t).

Ideell foroverkobling

ug(t) = Go(t) (9.20)

brukes. Legg merke til at denne foroverkoblingen er realiserbar siden referansen er
spesifisert pa akselerasjonsniva. Hvis referansen hadde veert spesifisert i form av en
vilkarlig funksjon qo(t), eller hvis posisjonsreferansen ble generert fra et malesignal,
ville ikke den ideelle foroverkoblingen veert realiserbar.

Anta at tilbakekoblingen er

u(s) = he(s)Aq(s) (9.21)
hvor Aq(t) = qo(t) — q(t), og h.(s) er transferfunksjonen til regulatoren. Da er
1
(14 () 3)(a(t) —a(t) =0 (9.22)

som betyr at q(t) — qo(t) nar t — oo, forutsatt at det lukkede system er asymptotisk
stabilt.
Hvis hastigheten males er et vanlig valg

us(t) = wiAq(t) + 2wy Ag(t) (9.23)
som gir padraget
u(t) = u(t) +up(t) = wpAq(t) + 2wy AG(t) + Go(t) (9.24)
Det lukkede systems dynamikk blir

s+ 2wps + wi
32

Aq(s)=0 (9.25)

Y
(5% + 2wys + wi)Aq(s) =0 (9.26)
Dette betyr at det lukkede system er kritisk dempet med to poler i —wj. w, kan dermed

sies a veere bandbredden til systemet. Videre er det klart at ¢(t) svinger inn til go(¢)
med en dobbel tidskonstant i 7" = 1/wy,. [

Eksempel 9.3 Hvis roboten i eksempel 9.2 ikke har hastighetsmaling, benyttes til-
bakekoblingen
. 1+ TdS
- P 1 + TfS
hvor K, = w}? , Ty = 2/wy, og Ty < Ty.

Med ideell foroverkobling u¢(t) = §o(t) fas tilnsermet samme resultat som med
tilbakekoblingen (9.23).

Dynamikken blir

Aq(s) (9.27)

()

1 +Td$
1+ Ky
(1+ Ps2(1+Tys)

0
(Tys® + 5% + 2wys + wi)Ag(s) = 0 (9.29)
som er tilneermet lik lign. (9.26) for frekvenser opp til filterfrekvensen 1/7T7. ]

)Aq(s) =0 (9.28)
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9.1.2 Foroverkobling ved seriekompensasjon

Ved implementering og i blant ved analyse kan det veere enklere a betrakte en forover-
kobling fra referansen som en seriekompensasjon eller modifisering av referansen. Dette
behandles naermere i dette kapittelet.

Gitt systemet

y(s) = h(s)u(s) (9.30)
med tilbakekoblingen
uy(s) = hr(s)[yo(s) — y(s)] (9.31)
og foroverkoblingen
ug(s) = hy(s)yo(s) (9.32)
slik at det totale padraget er
U= u + uy (9.33)

Teorem 9.1 Anta at h,.(s) ikke har nullpunkter i det lukkede hgyre halvplan. La

hy(s)
h.(s)

Ym(s) =[1+ Jyo(s) (9.34)

veere en modifisert referanse. Da vil regulatoren
u(s) = he(s)[ym(s) = y(s)] (9.35)
gi bade tilbakekoblingen (9.31) og foroverkoblingen (9.32).

Dette vises ved innsetting av lign. (9.34) i lign. (9.35):

u(s) = he(s)[(1+h " (s)hs(s))yo(s) — y(s)]
= he(5)(yo(s) = y(s)) + s (s)yo(s) (9.36)

hvilket skulle vises. [

De to realiseringene av foroverkoblingen er vist i figur 9.3.

Eksempel 9.4 En hydraulisk motor er beskrevet ved modellen

K
Y(s) = hs) = 2 (9.37)
u s(1+ 202 + 5—3)
En ideell foroverkobling
s(14 26,2 + %)
up = Ty (s) (9.38)

K

kan neppe brukes siden den tredjederiverte av posisjonen (betegnes rykk) ma veere
gitt, eller den ma beregnes ved derivasjon. Videre vil denne foroverkoblingen veere
meget folsom for variasjoner i parameterne wy, og ¢, som kan variere. Hvis f.eks. wy,
er feil, vil den hydrauliske resonansen i prosessen kunne eksiteres kraftig. Videre vil
det vanligvis ikke veere interessant at foroverkoblingen skal vaere effektiv for frekvenser
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Y

Yols) mis) U,
M»urh:l(s)hf(s) Y () - h.(s) > h(s) y(s)=

Figur 9.3: Prosess med tilbakekobling og foroverkobling fra referansen. Realisering av
foroverkobling ved vanlig foroverkoblingsstruktur og med seriekompensasjon.

over kryssfrekvensen. Dette krever stor effekt, og bade mekaniske resonanser og den
hydrauliske resonansen vil kunne eksiteres.
En egnet foroverkobling kan veere

h¢(s) = %s (9.39)

Denne foroverkoblingen er realiserbar hvis hastighetsreferansen g er gitt>. Med h, = K,
blir det resulterende fglgeforholdet

M) = o) (145

= T e (9.40)

hvor K, = K,K er hastighetskonstanten. Hastighetsforoverkobling gir altsa et null-
punkt med knekkfrekvens w = K, som er tilnsermet lik kryssfrekvensen.
I kapittel 3.6.4 ble det angitt at hvis (;, < 0.5, sa er

ho(s) 1
L+ho(s) (14 2)(1+ 2> + =) (9.41)

2
Whe

en god tilnaermelse for ho/(1 + hg) (se lign. (3.71)). Foroverkoblingen resulterer i for-
korting av polen i —K,, siden innsetting av lign. (9.40) i lign. (9.41) gir
B 1

14 2(ne = + 2

2
Whne

M(s) (9.42)

Folgeforholdet far dermed forste knekkfrekvens gkt fra K, til w,., og bandbredden
definert som evnen til a folge referansen blir dermed hgyere.

2Hvis hastighetsreferansen ikke er gitt kan en frekvensbegrenset derivasjon hy(s) = (1/K)s/(1+T's)
brukes for passende T
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Det er imidlertid slett ikke sikkert at det er gnskelig med gkt bandbredde, siden det
resulterende systemet kan bli oscillatorisk. Den hydrauliske motorens fglgeforhold er
som vist i fig. 3.13 i kapittel 3.6.4 nar w, = 400 rad/s, ( = 0.1 og K, = 40. Dette gir
en forsterkningsmargin pa 6 dB hvilket fremgar av kapittel 3.6.2. Med hastighetsfor-
overkobling som gitt av lign. (9.39), blir fglgeforholdet som vist i figur 9.4.

Figur 9.4: Bodediagram for folgeforholdet til en hydraulisk posisjonsservo med forover-
kobling fra hastighetsreferansen.

Fig. 3.13 viser fglgeforholdet for samme system uten foroverkobling. Sammenligning
viser at foroverkoblingen gker bandbredden, men systemet far en sa hgy resonans ved
den hydrauliske resonansfrekvensen at det ikke er akseptabelt. Det er forgvrig et ofte
forekommende problem at hvis man forbedrer en parameter som beskriver ytelsen til
systemet, sa forverres en annen parameter. [

9.1.3 Implementering i reguleringssystem

Hvis man kjgper en motor med hastighetsregulator er det relativt vanlig at grensesnit-
tet er hastighetsreferanse inn og malinger ut, og det er ingen separat inngang for en
foroverkobling. Ogsa i kommersielle regulatorer kan det forekomme at det ikke er noen
inngang for foroverkobling. Dette er ikke noe stort problem hvis man vet regulatorens
transferfunksjon. Man kan bruke modifisert referanse som er summen av referansen og
foroverkoblingen multiplisert med den inverse regulatoren.

Eksempel 9.5 En motor er utstyrt med en hastighetsregulator med bandbredde 50
Hz. En posisjonsslgyfe skal implementeres med hastighetsslgyfen som en indre slgyfe.
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For frekvenser under 50 Hz har motoren med hastighetsslgyfe transferfunksjonen
(9.43)

hvor y(t) er posisjonen og u(t) er padraget, som er referansen til hastighetsslgyfen.
Posisjonsreferansen er yo(t) og hastighetsreferansen vg(t) = 9o(t) er gitt. En ideell
foroverkobling kan da implementeres med

us(t) = wot) (9.44)

Her bgr det bemerkes at denne foroverkoblingen er ideell for den forenklede modellen
gitt av lign. (9.43) utledet under forutsetning av at hastighetsslgyfen er perfekt.
Tilbakekoblingen er

u(t) = Ko(yo(t) — y(t)) (9.45)
Det totale padraget blir

u(t) = Ky(yo(t) — y(1)) + vo(?) (9.46)

Blokkdiagrammet er vist i figur 9.5.

uy

Yo Yo U U Y

Figur 9.5: Posisjonssloyfe med ideell hastighetsforoverkobling

Anta at posisjonsslgyfen er implementert i elektronikk som en P-regulator (lign.
9.45) hvor K, kan velges og hvor eneste inngang er referansen yo(t). Foroverkoblingen
kan da inkluderes ved a modifisere referansen til

vo(?
®) = wo(t) + 20 (9.47)
som gir regulatoren i lign. (9.46). Lgsningen er vist i figur 9.6
|

9.2 Foglging av preprogrammert referanse

I mange industrielle anvendelser av motorstyring er referansen preprogrammert hvilket
vil si at referansen er kjent pa forhand for hele tidsintervallet. Dette er tilfelle for
numerisk styrte verktgymaskiner, for tegnemaskiner og for industriroboter. Det er
mulig a utnytte at fremtidige verdier av referansen er kjent for a oppna bedre ytelse for
et fglgesystem.

Dette er interessant i sammenheng med kausalitetsprinsippet for fysiske systemer.
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Vo

grensesnitt

Figur 9.6: Foroverkobling ved seriekompensasjon

9.2.1 Kausalitet

Anta at et system har inngangssignal u(t) og utgangssignal y(¢). Systemet kan veere
linezert eller ulinezert, og det kan veere tids-invariant eller tids-variant. Systemet sies a
veere kausalt hvis fremtidige inngangssignal ikke pavirker utgangen, dvs.

y(t) = Y (u—coy) (9.48)

hvor u(_« 4 betegner u(7) i intervallet 7 € (—o0,t] og ¥ er en funksjon.
Det alment akseptert at et fysisk system alltid er kausalt.

Eksempel 9.6 Et linesert tids-invariant system beskrives av
y(s) = h(s)u(s) (9.49)

i Laplaceplanet. Da er malingen

vty = [ hryu(t -~ rydr (9.50)

—00

hvor systemets impulsrespons er h(t) = L£L7[h(s)]. Det er derfor klart av lign. (9.50) at
systemet er kausalt hvis og bare hvis

h(t)=0 for alle t < 0 (9.51)

Eksempel 9.7 Et eksempel pa et ikke-kausalt system som er et ideelt lavpassfilter gitt

av "
oy )1 for |w| < wg
[h(Gw)] = { 0 for |w| > wp (9.52)
og
Zh(jw) =0 (9.53)

Dette filteret har impulsrespons

wo sin wyt
h(t) = — t — 9.54
(1) = LI & (~00,00) (9:54)
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Figur 9.7: Impulsrespons h(t) og frekvensrespons h(jw) for ideelt lavpassfilter med wy =
1.

som vist i fig. 9.7. Legg merke til at impulsresponsen ikke er null for alle £ < 0. Denne
type filter lar seg ikke realisere ved bruk av fysiske komponenter siden filteret gir respons
pa fremtidige inngangssignaler.

Dette betyr imidlertid ikke at det ikke fins systemer hvor man kan realisere denne
type filter. Hvis inngangssignalet f.eks. er innspilt pa en CD-plate eller er lagret som en
tidsserie pa en datafil, er inngangssignalet kjent for all fremtid og et ikke-kausalt filter
kan realiseres digitalt.

|

9.2.2 Tidsforskyvning i et linesert system

Et system er beskrevet med en transferfunksjon h(s). Systemets frekvensrespons kan
beskrives ved amplitude og fase. En alternativ beskrivelse er amplitude og tidsfor-
skyvning;:

Gitt et system med transferfunksjon h(s) med inngangssignal u og utgangssignal y
slik at y(s) = h(s)u(s). Anta at inngangssignalet er gitt ved u(t) = sinwt, w # 0. Da
er det stasjonaere utganssignalet

y(t) = [h(jw)| sinfw(t — 7)]

hvor tidsforskyvningen 7 er gitt av

(9.55)
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Dette fglger fra frekvensanalysen siden stasjonger maling er
y(t) = [h(jw)| sinwt + 2h(jw)]
Sammenhengen mellom fasen og tidsforskyvningen er derfor gitt av Zh(jw) = —wr.

Kommentar 9.1 Vear oppmerksom pa forskjellen mellom tidsforskyvning og tidsfor-
sinkelse. En tidsforsinkelse er et ikke-minimum-fase fenomen som skyldes dgdtid i
prosessen, mens en tidsforskyvning, som er frekvensavhengig, er tidsforskyvning mel-
lom inngang og utgang som felge av transferfunksjonens fase. Dette fenomenet opptrer
i systemer bade med minimum fase og ikke-minimum-fase. n

Frekvensresponsen kan altsa beskrives pa to mater:
1. Med amplitude |h(jw)| og fase Zh(jw).
2. Med amplitude |h(jw)| og tidsforskyvningen 7(w) = —Zh(jw)/w.

I mange anvendelser gnskes en mest mulig konstant tidsforskyvning opp til band-
bredden, og i sa fall er tidsforskyvningen en viktigere parameter enn fasen. Konstant
tidsforskyvning oppnas med linezer fasegang, dvs. for Zh(jw) o w.

Eksempel 9.8 Ved sprgytelakkering av biler ved bruk av en robot er robotens beveg-
else programmert inn pa forhand i form av en posisjonsreferanse yo(t) for hele tidsin-
tervallet. Lakkeringen foregar ved at roboten fglger referansen ved tilbakekobling. For
a oppna et godt resultat er det viktig at referansen fglges noyaktig. Det har ingen
betydning om robotens bane beskrevet ved malingen y(t) er tidsforsinket sa lenge tids-
forskyvningen 7(w) er den samme for alle motorene og for alle frekvenser opp til kryss-
frekvensen slik at 7(w) = 7. I sa fall resulterer en referanse yo(t) i en maling y(t — 7)
som er lik referansen forsinket med 7.

Tidsforskyvningen 7 kan finnes ved a ta opp frekvensresponsen til systemet. I et
industrielt styresystem kan derfor ngyaktig fglging oppnas ved a fremskynde referansen
med 7 slik at malingen blir korrekt og stemmer med tidspunkt for lakkstrgm pa og
av. |

Eksempel 9.9 Begrepet tidsforskyvning (time shift) er velkjent innen lineeer filterteori,
hvor det brukes i forbindelse med at filtere med lineser fasegang har en konstant tidsfor-
skyvning (se f.eks. [29]). Av de klassiske filtre er Butterworth-filteret optimalisert med
hensyn pa maksimum flat amplitude i passbandet, mens Bessel-filteret er optimalisert
for a gi konstant tidsforskyvning i passbandet som oppnas med en lineser fasegang. ®

9.2.3 Tidsforskyvning for fgrsteordens system

Gitt prosessen

y(s) = ~uls) (9.56)



274 Kapittel 9. Foroverkobling

som er en ren integrasjon. Dette kan veere transferfunksjonen til en hastighetsstyrt
motor eller en tilnsermet transferfunksjon for en ventilstyrt hydraulisk motor (se kapittel

3.3.3).

Anta at regulatoren

u(t) = Kype(t) (9.57)

benyttes hvor e(t) = yo(t) — y(t) er reguleringsavviket.
Systemet er da type 1 med hastighetskonstant K. En rampe yo(t) = wvot i referansen
gir da et stasjonaert avvik

eu(t) = vo/ K, (9.58)
En annen betraktningsmate er at systemet far en forskyvning i tid

e 1
T=—=— 9.59
o K (9.59)

som rett og slett er den inverse av hastighetskonstanten. Tidsforskyvningen er altsa
konstant og uavhengig av hastigheten.

Dette gjaldt en rampe, og det er interessant a undersgke om det samme gjelder for
en hvilken som helst referanse. Malingen er gitt av

y(s) = M(s)yo(s) (9.60)
hvor .
M(s) =1 (9.61)

er fglgeforholdet og T' er tidsforskyvningen for en rampe som gitt i lign. (9.59).
Anta at referansen er en ren sinus:

yo(t) = Ypsinwt (9.62)
Malingen blir
y(t) = Yy sin(wt + ¢) (9.63)
hvor faseforskyvningen er
¢ = —arctan(wT) (9.64)
Ved en enkel omskrivning fas
tanwT
y(t) = Yysinw(t — M) (9.65)
w
Ettersom
arctanwT ~ wT for wT < 1 (9.66)
(se figur 9.8) fas
y(t) = Ypsinw(t —T) for wT <1 (9.67)

Kryssfrekvensen for systemet er w, = K, = 1/T. Dette betyr at for alle frekvenser
opp til bandbredden er malingen tilneermet lik referansen forsinket med 7' = 1/K,.
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Figur 9.8: Fasegang arctanwT' for forsteordens system (heltrukken kurve) og lineer
fasegang wT' (stiplet kurve)

Eksempel 9.10 En ventilstyrt hydraulisk servomekanisme med proporsjonalregulator
har slgyfetransferfunksjonen
em KU
s) = 5
u s(1+2G-+ =)

2
“Wh

(9.68)

hvor 6, er motorvinkelen og u er ventilpadraget. Forsterkningen er K, = K} K, hvor K},
er prosessens forsterkning og K, er regulatorens forsterkning. Den relative dempingen
antas a veere (;, = 0.25.

Ved wigg er forsterkningen
K, K,

=2— 9.69
2Cpwh, W, (9.69)

|h(jwiso)| =

hvilket medfgrer at K, = 0.25w;, gir en forsterkningsmargin pa 6 dB. Kryssfrekvensen
blir da
we ~ K, = 0.25w;, (9.70)

Siden den hydrauliske udempede resonansfrekvensen wy er stgrre enn kryssfrek-
vensen, kan hg(s) tilngermes med

K,
S

ho(s) = (9.71)

for frekvenser opp til kryssfrekvensen w.. Dette betyr at ved folging av en referanse
6o(t) som inneholder frekvenskomponenter opp til kryssfrekvensen w,, vil malingen 6,,(t)
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veere tilngermet lik referansen forsinket med 7= 1/K,:

1
O (t) =~ Ot — E) (9.72)
|
9.2.4 Tidsforskyvning for andreordens system
Gitt den andreordens prosessen
i‘l = T2 (973)
med malingen
y=x (9.75)
Tilbakekoblingen er
u(t) = Ki(yo(t) — y(t)) — Kawa(t) (9.76)
hvor yo(t) er referansen. Fglgeforholdet er
Y 1
M(s)=>(s) = —— 9.77
= = TaETE (9.77)

hvor K| = w? og Ky = 2Cwy. wy er tilnaermet lik kryssfrekvensen w,, og kan sies & veere
bandbredden til systemet.
Anta fgrst at systemet er kritisk dempet, hvilket er tilfelle for { = 1. Da er

1

M(s) = Trop (9.78)

og i analogi med utledningen i kapittel 9.2.3 blir responsen til en referanse yo(t) =
Yy sin wt lik

y(t) = Yo sin(wt + ¢) (9.79)
hvor faseforskyvningen er
o= —2arctan(i) ~ 22 forw< Wp (9.80)
Wy Wy

Malingen kan derfor tilnsermes med

2
y(t) = Yosinfw(t — —)] for w < wy (9.81)
Wh
hvilket betyr at malingen er tilneermet lik referansen forskjovet med 7' = 2/wy,.
Hvis systemet er underdempet, dvs. ( < 1, har M(s) komplekse poler, og responsen
pa en referanse yo(t) = Yy sinwt blir

y(t) = Yy sin(wt + ¢) (9.82)
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hvor faseforskyvningen er

¢ = —aurctaun%ﬂiwi0 (9.83)
- (27 |
Dette kan tilnsermes med w
O~ QCw—b for w < wy, (9.84)

som betyr at i dette tilfellet er malingen tilnsermet lik referansen forsinket med

_ %
r== (9.85)

En sammenligning mellom fasegangen for et andreordens system og ideell linezer fase-
gang er vist i figur 9.9.

Figur 9.9: Sammenligning mellom ideell lineer fasegang (stiplet linje) og fasegang for
andreordens system med ¢ = 0.866 (heltrukken linje).

En mest mulig lineser fasegang som gir tilnsermet konstant tidsforskyvning, fas ved
a velge polene til den andreordens prosessen lik polene til et andreordens Bessel-filter
(se kapittel 10.8.2). Dette oppnas med ¢ = %\/g = 0.866.

9.2.5 Foglging av preprogrammert referanse med foroverkob-
ling
Gitt folgende problem: En referanse yq(t) skal folges i intervallet ¢ € [ty, ts]. Referansen

yo(t) er kjent og lagret for hele tidsintervallet. Fglgesystemet skal ha null stasjoneert
avvik ved fplging av en rampe i yo(t).
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Anta at folgesystemet bestar av en motor med hastighetsregulator som driver en last
som bestar av et treghetsmoment. Padraget u(t) til systemet er hastighetsreferansen.

y(s) = éu(s) (9.86)
hvor padraget er
u(t) = Ko(yo(t) — y(t)) (9.87)

Ved folging av en rampe yo(t) = vt oppstar reguleringssavviket

Vo

e(t) = yo(t) —y(t) = X (9.88)

Dette avviket kan elimineres ved a benytte foroverkobling fra hastighetsreferansen:

u(t) = Ky(yo(t) — y(1)) + vo (9-89)

Dette vil ut fra modellen (9.86) gi perfekt folging av en referanse bestaende av ramper.
Modellen (9.86) forutsetter at hastighetsslgyfen er perfekt, men det er klart at det ikke
er mulig a oppna uendelig akselerasjon i systemet. Sprang i u(t) kan derfor ikke fglges
uten transiente avvik.

Systemet vil derfor fa betydelige oversving ved sprang i hastighetsreferansen wvy.

9.2.6 Fglging av preprogrammert referanse ved tidsforskyv-
ning av referanse

En annen lgsning pa problemet i kapittel 9.2.5 er a forskyve referansen i tid. For
systemet gitt av lign. (9.86,9.87) ble det vist i kapittel 9.2.3 at malingen kan tilnsermes
med

y(t) = yo(t = T) (9.90)

med 7' = 1/K, nar referansen inneholder frekvenskomponenter opp til w = 1/7.
Hvis padraget
u(t) = Ky(yo(t + 1) —y(t)) (9.91)

brukes vil systemet fglge ramper med null stasjoneert avvik. I tillegg vil systemet ha
god ytelse ved fglging av alle typer referanser. Eksempelvis vil systemet ha god ytelse
ved fglging av referanser med stykkevis konstant hastighet. Lgsningen med hastighets-
foroverkobling som presentert i kapittel 9.2.5, gir stgrre avvik ved sprang i hastigheten.

9.2.7 Servosystem med flere motorer

I en tegnemaskin skal pennen styres i x og y-retning. En likestrgmsmotor brukes for a
styre posisjonen i hver retning. Motorene har lik transferfunksjon

Ty 1
Uy s(1+0.01s)(1 + 0.001s)

(9.92)

0g

Yy 1
u_y(s) N s(1+0.01s)(1 + 0.001s) (9.93)
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Samme regulator benyttes i begge retninger:

ua(t) = 100(wo(t) — (1)) (9.94)

uy(t) = 100(yo(t) — y(t)) (9.95)

Et rektangel skal tegnes, og pennen skal ha konstant hastighet. Referansen i x og
y-retning blir en sammensetning av ramper med sprang i hastighetsreferansen.

Med proporsjonalregulering fas stasjoneert avvik ved fglging av rampene. I xy-planet
fglger imidlertid pennen meget ngyaktig, riktignok med en tidsforskyvning pa 0.01 s,
men det har ingen betydning i denne anvendelsen.

Det er viktig at de to motorene har samme dynamikk i lukket slgyfe. Hvis forsterk-
ningen er ulik, f.eks. hvis

uy(t) = 200(yo(t) — y(t)) (9.96)

brukes i y-retning, blir tidsforskyvningen ulik i de to retningene, og avvik oppstar i
xy-planet.
Med hastighetsforoverkobling

e (t) = 100(z0(t) — (1)) + do(t) (9.97)

uy(t) = 100(yo(t) — y(t)) + Go(?) (9.98)

elimineres stasjoneert avvik ved fglging av en rampe, men avvik oppstar ved overgangen
fra en rampe til en annen. I xy-planet blir resultatet darligere enn uten foroverkobling.

9.3 Referansegenerering

9.3.1 Innledning

I motorstyring skal ofte motoren utfare en bevegelse fra et punkt til et annet. Dette er
eksempelvis tilfelle for en motor som styrer et lesehode i en diskettstasjon, eller for en
motor i en robotarm som brukes til punktsveising. I tillegg kan det veere spesifikasjoner
pa hvordan bevegelsen mellom punktene skal veere. En mye brukt spesifikasjon er
at bevegelsen skal skje med minimum tidsforbruk, som vil veere tilfelle bade for po-
sisjonering av et lesehode i en diskettstasjon og ved punktsveising ved bruk av roboter.
Alternativt kan det veere spesifisert at akselerasjonen skal veere liten og kontinuerlig.
Dette er tilfelle ved styring av en robot i verdensrommet hvor man ma unnga store reak-
sjonskrefter. Ved punkt-til-punkt styring er det ikke hensiktsmessig a endre posisjons-
referansen i sprang fra startpunktet til endepunktet. For store sprang vil da motoren
ga i metning i forste del av bevegelsen, mens den vil svinge seg inn til sluttposisjonen
med det regulerte systems dynamikk. Denne lgsningen har ikke minimum tidsforlgp,
og den har heller ikke kontinuerlig akselerasjon.

En bedre lgsning er det a generere en referanse i posisjon, hastighet og akselerasjon
mellom de to punktene slik at de gitte spesifikasjoner oppfylles. Referansen genereres
vanligvis som et polynom i tiden %, eller ved a skjgte sammen polynomer.
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Wo

T te — 1T ts t
Figur 9.10: Hastighetsprofil med stykkevis konstant akselerasjon

9.3.2 Stykkevis konstant akselerasjon

En mye brukt referanse for punkt-til-punkt bevegelse har en akselerasjonsprofil som er
stykkevis konstant (fig. 9.10):

A 0<t<T
wo(t) = 0 T<t<t;—T (9.99)
—A te —T <t <t
hvor ¢, er slutt-tiden. Hastighetsprofilen blir:
At 0<t<T
wo(t) = AT T<t<t,—T (9.100)
Alts —t) te —T <t <t
og posisjonsreferansen:
S At? 0<t<T
Oo(t) = FAT*+ AT(t —T) T<t<t,—T (9.101)
SAT? + AT(t = T) — $A(t —t,+ T)? te—T <t<t,

Det antas at startposisjon Oy og sluttposisjon O, er gitt. I tillegg ma enten cruise-
hastighet € eller akselerasjonen A spesifiseres.
Pa grunn av symmetrien er

ts @s - @0
—)=—— 9.102
Yol 9 ) 9 ( )
Av lign. (9.101) og fas ligningen
1 t Os — O
AT + AT(2 -T) = —=2—— 9.103
AT 4 AT - T) = 2 (9.103)
som ved innsetting av AT = (2 forenkles til
1 ts ©Os—0
- QT +Q0—==— 104
5 + 5 5 (9.104)
1. Hvis cruisehastigheten Q2 og slutt-tiden ¢, er gitt, sa er omkoblingstiden
Op—0Os+0ts Q < 2@5*@0
T = { . 0 Q> 2@{_5@0 (9.105)

og akselerasjonen er A = Q/T.
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2. Hvis slutt-tiden ¢, og omkoblingstiden T' < t4/2 er gitt, sa er cruisehastigheten

_0,-0,

Q= 1
P— (9.106)

og akselerasjonen er A = Q/T.
3. Hvis cruisehastigheten €2 og akselerasjonen A er gitt, er omkoblingstiden gitt av

- y Q < JA(O, — 6y) (9.107)
9:=00 > ,/A(O, — 6y) '

A

og slutt-tiden er gitt av

t, = { o o e (9.108)

)
2T Q> /A©, — 6y)

Hvis A er systemets maksimale akselerasjon og {2 er maksimal hastighet, sa er
dette referansen med minimum tidsforbruk.

Legg merke til at referansen over intervallet er gitt som tidsfunksjoner for akselera-
sjon, hastighet og posisjon, og ideell foroverkobling som presentert i kapittel 9.1.1 kan
derfor brukes for en strgmstyrt likestrgmsmotor.

9.3.3 Optimalisering av hastighetsprofil

Anta at posisjonsinkrementet © og forflytningstiden t, er gitt ved punkt-til-punkt
bevegelse. Motor og last modelleres med

Jiom = Kriq — T}, (9.109)

hvor J er treghetsmomentet for motor og last, K er momentkonstanten og i, er anker-
strommen. T} er tgrr friksjon som har konstant stgrrelse og virker mot bevegelses-
retningen.

Hastighetsprofilen skal optimaliseres med hensyn pa minimum energitap (og folgelig
minimum varmeutvikling) i ankerkretsen. Optimaliseringsproblemet er:

ts
min Ra/ 2(1)dt (9.110)
0

wm (t), t€[0,ts)
hvor

/Ots wm(t)dt = © (9.111)

Dette problemet er presentert og lgst i [32].
Tgrrfriksjonen gir et konstant energitap

R
K—TTL%S (9.112)

uavhengig av hastighetsprofilen.
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Parabolsk hastighetspotensial
Den optimale hastighetsprofilen er gitt av et andreordens polynom:

6(t, — 1)t

; ) (9.113)

wo(t) =
som gir en topphastighet wy(ts/2) = 30/(2ts). Profilen er vist for t;, =1 0g © =11
figur 9.11. Resulterende energitap er
R, _J*©?
K—%(mt—?’ + T?t,) (9.114)

S

W, =

Figur 9.11: Parabolsk hastighetsprofil for en forflytning lik 1 og for et tidsintervall lik
1.

Stykkevis konstant akselerasjon

En hastighetsprofil med stykkevis konstant akselerasjon og omkoblingstid gitt av T" =
ts/3 viser seg a gi et energitap som er sveert neer det optimale resultatet for den
parabolske profilen. Denne hastighetsprofilen har konstant akselerasjon i t,/3, kon-
stant hastighet i ¢,/3 og konstant negativ akselerasjon i ts/3. Topphastigheten er
wo = 30/(2ts) som for den parabolske hastighetsprofilen. Det resulterende energitapet
er
R J?0?
W = K2 (13.5 5
Hvis man ser bort fra det konstante leddet som skyldes tgrr friksjon, sa er dette bare
12.5% mer enn for den optimale profilen. Stykkevis konstant akselerasjon med 7' = t,/3
er enklere a bruke, og derfor er dette en mye brukt hastighetsprofil i punkt-til-punkt
bevegelse. Hastighetsprofilen er vist i figur 9.12 for samme forflytning som i figur 9.11.

+ TFt,) (9.115)
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Figur 9.12: Stykkevis konstant hastighet med tre like lange tidsintervaller for akselera-
sjon, konstant hastighet og retardasjon.

9.3.4 Filtrering av referansen

Store sprang kan forekomme i referansen til et servosystem, og dette kan fgre til at
padraget ut fra regulatoren blir sveert stort. Dette kan gi problemer:

1. Et stort padrag vil resultere i metning. Hvis integralvirkning benyttes i regula-
toren, kan dette gi oscillasjoner og i visse tilfeller ustabilitet.

2. Kraftige akselerasjoner vil oppsta, og dette kan gi slitasje pa mekaniske kompo-
nenter.

3. For fartgyer vil ikke kraftige rykk i bevegelsen veere akseptabelt.

4. Regulatorprogrammene eller elektronikken i grensesnittene kan gi ngdstopp pa
grunn av for store verdier.

Det er mulig a redusere padragsbruken og fa en mykere bevegelse ved a skru ned
forsterkningen og dermed bandbredden i tilbakekoblingene. Dette er ingen god lgsning
siden systemet blir mer fglsomt for forstyrrelser, torr friksjon og ungyaktigheter i aktu-
atorene nar forsterkningen reduseres.

En enkel og god lgsning er a filtere referansesignalet (figur 9.13). En motor kan ikke
under noen omstendighet folge et sprang i hastighet eller posisjon uten avvik, og bruk
av et passende filter gir tilneermet samme innsvingningstid med en bedre padragsbruk.

Anta at et motorsystem har fglgeforholdet

0 1
Mi)=—+=—"">° (9.116)
O 1+202+%

2
wo
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Yo(s) hy(s) Ym(5) Regulator Prosess 4

Y

Figur 9.13: Filtrering av referansen

og at referansen , inneholder sprang. Det er da gunstig a filtrere referansen med et

andreordens filter 1

LG

Ym(s) = hy(s)yo(s) = Yo(s) (9.117)

UJ2
¥
hvor (y = 1 og wy ~ wy. Dette filteret realiseres av modellen

U = Ui (9.118)

Uy = —w;ym — 2C Wy, + w;yo (9.119)

Den filtrerte referansen ,, brukes som referanse for det tilbakekoblede systemet. Legg
merke til at den tilhgrende filtrerte hastighetsreferansen v, ogsa er tilgjengelig for bruk
i en foroverkobling, som gir bedre ngyaktighet i folgingen av y,,.

9.4 MATLAB-eksempel

Impulsrespons og frekvensrespons for det ideelle lavpassfilteret i fig. 9.7 er generert med
folgende script-fil i MATLAB:

xm = 6*pi; ymin = -0.5; ymax = 1.5;
x = (-xm:0.1:xm);

y = (1/pi)*sin(x)./x;

clg;

axis([-xm xm -0.2 0.5])

subplot(211);

plot(x,y,’-’,[-xm xm], [0 0],’-’,[0 O], [ymin ymax],’-’)
xlabel(’t?)

axis([-2 2 0 ymax]);
plot([-1 11,[1 11,°-’,[-1 -11,[0 11,’-’,[1 11,[0 11,’-’,...
[0 0], [0 ymax],’-’),xlabel(’w’)
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Implementeringsaspekter

10.1 Spesifikasjoner

Ved utvikling av en tilbakekobling for et servosystem ma de spesifiserte krav til sys-
temets ytelse oppfylles. Disse spesifikasjonene kan veere krav til

1. bandbredde

2. fglsomhet for forstyrrelser

3. ngyaktighet eller tillatt avvik
4. stabilitetsmarginer

I mange tilfeller er imidlertid spesifikasjonen at systemet skal vaere best mulig, og
det er da opp til designeren a utvikle detaljerte spesifikasjoner.

Bandbredden er vanligvis spesifisert ved kryssfrekvensen, eller ved tidskonstanten
for det lukkede system ved sprang pa referansen. I de aller fleste tilfeller er det gunstig
a ha en hgyest mulig bandbredde som samtidig gir tilstrekkelig fase- og forsterknings-
margin. Dette gir mulighet for hgyere forsterkning for frekvenser under kryssfrekvensen
og dermed bedre ngyaktighet. Videre fglger systemet referansen opp til bandbredden.
Folgende faktorer begrenser bandbredden:

e Stgy med frekvens omkring kryssfrekvensen gir vanligvis darlig ytelse, og kryss-
frekvensen bgr ofte reduseres for a unnga en signifikant stgypavirkning.

e Effektbegrensninger (se [3]).

e Krav til robusthet som tilsier at stabilitetsmarginene ikke ma veere for fglsomme
for parametervariasjoner.

Ut fra dette kan det argumenteres med at bandbredden bgr velges sa liten som
mulig uten at spesifikasjonene brytes, men som allerede nevnt vil spesifikasjonene i de
fleste tilfeller kreve en hgy bandbredde, og den valgte bandbredden blir et kompromiss
mellom krav til hgy bandbredde for ngyaktighet og god respons og dessuten krav til
lav bandbredde for robusthet og redusert fglsomhet for hgyfrekvent stgy.

Krav til ngyaktighet er en viktig spesifikasjon i servosystemer. Avvik kan skyldes at
posisjons-, hastighets- eller akselerasjonsreferansen er forskjellig fra null, eller det kan
skyldes forstyrrelser som friksjon eller pavirkning fra lasten. Ngyaktigheten spesifiseres

285
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gjerne med posisjons-, hastighets- eller akselerasjonskonstanten eller ved forsterkning
ved lave frekvenser.

Krav til stabilitetsmargin angis ved fase- og forsterkningsmargin eller krav til gvre
begrensning pa |N(jw)| eller |M (jw)|.

Det er visse generelle spesifikasjoner som gjelder for servosystemer, som kan illustre-
res 1 et Bodediagram (fig. 10.1):

helning avhenger

av spesifisert type

lukket slgyfe 1+ apen slgyfe

|ho(jw)
\ —2 1 helning er begrensning
\ for & unnga betinget stabilitet
forsterkning
for \
spesifisert
ngyaktighet
—1 i helning gnsket
& 0 dB
. w
: demping av
: stgy og
| robusthet
: \ mot
| \ umodellert
: dynamikk
) . \
- e >
styring i ! styring 1
1
1
1
1
1
1

\

Figur 10.1: Bodediagram som wviser krav til servosystemer

1. Det ma alltid veere et frekvensomrade hvor slgyfeforsterkningen er mye stgrre enn
1. Hvis dette ikke er tilfelle, har ikke tilbakekoblingen noen vesentlig effekt, og
systemet er sa godt som apent. Kryssfrekvensen angir overgangen fra styring i
lukket slgyfe til styring med apen slgyfe.

2. Krav til ngyaktighet gir en nedre begrensning for akseptabel forsterkning ved lave
frekvenser.
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3. Krav til folging med spesifisert ngyaktighet av referanse med konstant posisjon,
hastighet eller akselerasjon avgjer om systemet skal vaere av type 0, 1 eller 2.1

4. Det ma veere en helning pa —1 i et omrade pa omkring en dekade omkring kryss-
frekvensen. Grunnen til dette er ganske enkelt at med helning 0 vil ikke kurven
krysse 0 dB-linjen, mens med —2 eller brattere er ikke fasemarginen stor nok?.
Videre ma eventuelle variasjoner i kryssfrekvensen pga. ulineariteter eller param-
etervariasjoner ikke veere sa store at kryssfrekvensen kommer ut av omradet med
helning —1.

5. Hgyfrekvent stgy og umodellert dynamikk fra f.eks. mekaniske resonanser be-
grenser bandbredden, og en bratt helning er gnskelig for frekvenser over kryss-
frekvensen. Dette reduserer innvirkningen av disse hgyfrekvente forstyrrelsene.

6. En brattere helning enn —2 for frekvenser under kryssfrekvensen bgr vanligvis
unngas siden dette gir et betinget stabilt system.

For systemer som er ustabile i apen slgyfe eller som er ikke-minimum-fase gjelder
andre betingelser.

Eksempel 10.1 En prosess har transferfunksjonen
1

C1+2AE 45

2
wo

h(s) (10.1)

hvor relativ demping er ( = 0.5 og wy = 1 rad/s. Frekvensen wy kan variere mellom 0.5
rad/s og 2 rad/s.

Systemet skal ha en forsterkning pa 100 (= 40 dB) ved lave frekvenser, det skal ha
en fasemargin v > 45°, og det skal veere av type 0.

Det er to mulige regulatorer som tilfredsstiller denne spesifikasjonen. Enten ma
kryssfrekvensen velges lavere enn wy, og en begrenset I-regulator benyttes. Alternativt
ma kryssfrekvensen veere minst en dekade over wy og en PD-regulator benyttes for a
oppna fasemargin.

En begrenset I-regulator er

1

h =100 ———— 10.2
1(8) = 1005075 (10.2)
hvor )
“o
L= — < — 10.
w T <10 (10.3)
er kryssfrekvensen. Fasemarginen er omkring 90°.
PD-regulatoren er
1 + TdS
h =100——F— 10.4
2(s) 1+ 017Tys (10-4)

IEt system av type 0 har ingen apne integratorer, et system av type 1 har én apen integrator, mens
et system av type to har to apne integratorer. Dette er inngaende beskrevet i kapittel 10.2.

2Hvis helningen er —2 bare i et meget kort intervall og —1 omkring, kan fasemarginen veere
tilstrekkelig ogsa med en helning pa —2 ved kryssfrekvensen.
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hvor

L 56 (10.5)
— = 5.6w, .
T, ’
gir en kryssfrekvens w. = 17.8 rad/s, og en fasemargin pa 51.8°. Denne regulatoren er
imidlertid ikke robust med hensyn pa variasjoner i wy, siden en dobling av wq resulterer
i for liten fasemargin.

|
Eksempel 10.2 En prosess har transferfunksjonen
1
h(s) = o - (10.6)
(1+2¢5 + 21+ 55)

hvor relativ demping er ( = 0.5 og wy = 1 rad/s.

Systemet skal ha en forsterkning pa 300 eller 50 dB for w < 0.01 rad/s, og skal veere
av type 1.

En regulator som oppfyller denne spesifikasjonen er

14+ 10s w,

ho(s) = 100——> Ye
(5) 1+ 100s s

(10.7)
med w, = 0.03 rad/s, som er en I-regulator som i tillegg har begrenset integralvirkning.
Legg merke til at i dette tilfelle ligger alle prosessens knekkfrekvenser over kryss-
frekvensen til det lukkede system.
For denne prosessen er det sveert vanskelig a fa et godt system ved a bruke derivat-
virkning og w. > wy, siden avstanden til neste knekkfrekvens ved 5wy er sa liten at det
ikke blir plass til et intervall med helning pa —1.

|
Eksempel 10.3 En prosess har transferfunksjonen
h(s) ! (10.8)
§) = —— .
s(1+4 1%)
Systemet skal ha en hastighetskonstant pa 100.
Regulatoren
I+ 55
1+ 1%
gir slgyfetransferfunksjonen
100 1
ho(s) = — p (10.10)
s 1 + 100
som betyr at systemet har en hastighetskonstant K, = 100. Kryssfrekvensen er
we = K, =100 rad/s (10.11)

Anta at kryssfrekvensen er begrenset til w. < 100 rad/s, men at hastighetskon-
stanten skal veere 60 dB.
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Dette oppnas ved a bruke begrenset integralvirkning som i regulatoren

14+01s 143
L+s 1+ 35

ha(s) = 1000 (10.12)

Dette gir 20 dB stgrre forsterkning ved lave frekvenser.

10.2 Type system

Stgyen kan komme inn pa ulike steder i prosessen. Den betegnes som malestgy hvis
stoyen v er rent additiv til malingen y slik at

y(s) = hy(s)u(s) + v(s) (10.13)

hvor u er padrag og h,(s) er transferfunksjonen fra padrag til maling.
I motsatt fall kalles den prosess-stay, og y er gitt ved

y(s) = hy(s)u(s) + hy(s)v(s) (10.14)

hvor h,(s) er transferfunksjon fra stgy til maling. Malestgy er et spesialtilfelle av
prosess-stgy hvor h,(s) = 1.
Steyens innvirkning pa en regulert prosess hvor

u(s) = h.(s)e(s) (10.15)
og e = yg — y er reguleringsavviket, er gitt av
y(s) = M(s)yo(s) + hu(s)N(s)v(s) (10.16)

0g
e(s) = N(s)yo(s) — ho(s)N(s)v(s) (10.17)
hvor M = ho/(1+ hg) er folgeforholdet, N = 1/(1+ hy) er avviksforholdet og hg = h,.h,
er slgyfetransferfunksjonen. Dette utledes ved a sette inn lign. (10.15) i lign. (10.14).
Folgesystemer betegnes type 0 dersom hg(s) ikke har apne integrasjoner, type 1
hvis ho(s) har én apen integrasjon og type 2 hvis hg(s) har to apne integrasjoner. Dette
kan formuleres matematisk som fglger: Anta at sloyfetransferfunksjonen kan skrives pa

formen
K+ Tys)(1+Tps) ...

Sm<1 + Tls)(l + TQS) c.

m er her antall integrasjoner i hg(s). Systemet sies a veere av type m. Avviksforholdet
er da

ho(s) = (10.18)

Sm<1 + Tls)(l + TQS) c.

N(s) = 10.19

(s) sM(14+Tys)(1+Tas) ...+ K(1+Tus)(1 4+ Tys) . .. ( )
Stasjoneert avvik som fplge av en referanse yo(t) blir

Jim e(t) = lg% sN(s)yo(s) = nggr(l]ssm n Kyo(s) (10.20)

Det er kjent at (se f.eks. [3]):
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type limy_, o €(?)
Sprang Rampe Parabel
yo(t) = po | yolt) = vot | yo(t) = 3aot?
ﬁpo 00 00
0 %Uo o0
0 0 Ly,

Tabell 10.1: Stasjonert avvik for systemer av type 0, 1 og 2 ved sprang, rampe og parabel
som referanse

1. Et system av type 0 folger en konstant referanse med et stasjongert avvik, mens
rampe og parabel i referansen ikke kan fglges med begrenset avvik.

2. Et system av type 1 folger en konstant referanse uten stasjoneert avvik, en rampe
med et begrenset avvik, mens en parabel ikke kan fglges med begrenset avvik.

3. Et system av type 2 fglger en konstant referanse og en rampe uten stasjoneert
avvik, mens en parabel folges med et begrenset avvik.

Disse resultatene er gitt i tabell 10.1.
Lignende resultater kan utledes for avvik som skyldes stgy. Anta at stgyens trans-
ferfunksjon kan skrives

K,(1+ Tyes)(1 4+ Typs) - ..

hy(s) = 10.21
) = e T Tous) (L £ Toos) . (1021)
hvor m, € {0,1,2...}. Det stasjonaere avviket som fglge av stgyen v(t) blir da
: : N
tliglo e(t) = — 181_% shy(S)N(s)v(s) = — P—%Ssm n Kv(s) (10.22)

Et fglgesystem av type m er derfor av type m — m, med hensyn pa stgypavirkning.

Eksempel 10.4 Et fartgy skal styres med dynamisk posisjonering. En forenklet modell
i en frihetsgrad er
my =u — Fj (10.23)

hvor y er posisjon, u er padraget som er propellkraft, og F; er stromkrefter. Blokkdia-
grammet er vist i figur 10.2.
Laplacetransformasjon gir modellen

y(s) = —=uls) = —=Fi(s) (10.24)

En PD-regulator
————(o(s) —y(s)) (10.25)
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F
u - Y
R 1

Figur 10.2: Blokkdiagram som wviser en enkel modell for bevegelse i en frihetsgrad ved
dynamisk posisjonering

gir slgyfetransferfunksjonen

14 3s
— K2
hols) = Ko 30 039)

(10.26)
hvor en akselerasjonskonstant K, = 1 gir en kryssfrekvens w, ~ /K, = 1 rad/s.
Systemet er av type 2, og et sprang eller en rampe i referansen yy(t) gir null
stasjoneert avvik, mens en parabel y(t) = %aOtQ, som svarer til en konstant akselerasjon
i referansen, gir et stasjoneert avvik
aop
€y = — 10.27
o (1027)
Systemet er imidlertid av type 0 med hensyn pa forstyrrelsen F(t), slik at en kon-
stant Fy(t) = Fy gir et avvik
1 Fy
1+ K, m
For a oppna null stasjongert avvik med konstant strompavirkning ma integralvirk-
ning inkluderes i regulatoren:

€g =

(10.28)

1+10s 1+ 3s

a(s) = Kam 2= () — () (10.29)

Systemet er na et fglgesystem av type 3, og systemet er av type 1 med hensyn pa
forstyrrelsen slik at en konstant forstyrrelse gir null stasjoneert avvik. [ |

10.3 Integralvirkning i servosystemer

Bruk av integralvirkning i servosystemer har to hovedhensikter:

1. Anta at det er spesifisert at et servosystem skal veere av type 0, 1 eller 2. Inte-
gralvirkning kan veere ngdvendig for a oppna dette.

2. Anta at det er spesifisert at et servosystem skal veere av type 0, 1 eller 2 med
hensyn pa en stgypavirkning. Bruk av integralvirkning kan gi tilstrekkelig antall
apne integrasjoner. Dette er seerlig aktuelt i systemer som er av type 0 med
hensyn pa forstyrrelsen (se kapittel 10.2).

Dette skal illustreres med to eksempler:
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Eksempel 10.5 En motor driver en arm som er i kontakt med omgivelsene gjennom
en fjeer. Fjeerkraften males, og en regulator skal regulere kontaktkraften. Regulatoren
implementeres med motorens posisjonsreguleringssystem i indre slgyfe.

Armens vinkel er 6, mens vinkelreferansen er . Posisjonsregulatoren har fglgefor-

holdet
0 1

My(s) = 9_0(8) = m

(10.30)
hvilket vil si at posisjonsslgyfen har kritisk demping.

Kraftslgyfen ma ha lavere bandbredde enn posisjonsslgyfen. Padraget i denne
sloyfen er 6y, og malingen er

F=K0 (10.31)

hvor F er fjeerkraften og K er fjeerkonstanten. Systemet er type 0. For a fa slgyfefor-
sterkning som er stgrre enn 1 (0 dB) for frekvenser under kryssfrekvensen bgr systemet
veere av type 1 som oppnas ved a bruke en ren integralregulator

bo(s) = =~ [Fo(s) — F() (10.32)

hvor Fj er kraftreferansen. Slgyfetransferfunksjonen i kraftslgyfen blir

ho(s) = 200y (s) ~ T2 (10.33)

S S

som gir et tilfredsstillende reguleringssystem. Systemet er vist i figur 10.3.

jo} 0, - 0 F

Ky
S

==

Figur 10.3: Bruk av ren integralregulator for a styre andreordens kritisk dempet system
av type 0

Eksempel 10.6 En motor skal drive en last med konstant hastighet wy. Pa motoren
virker et ukjent men konstant lastmoment 7. Modellen for motoren er

Imom (t) = Kru(t) — Ty (10.34)
hvor u(t) er padraget. Reguleringsavviket betegnes
e(t) = wo — wi(t) (10.35)

En P-regulator
u(t) = K,—=e(t) (10.36)
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gir
1
e(t) = Kae(t) — J_TO (1037)

Stasjonaert er é(t) = 0 og stasjoneert avvik blir derfor

! (10.38)
€s = .
Kodn "
Resultatet stemmer overens med at systemet er type 0 med hensyn pa 7.
En Pl-regulator (figur 10.4)
(1) = K2 [e(t) + o [ ()] (10.39)
u(t) = K, e e T Jo e(r)dr )
gir
&(t) = T/ 7)dr] — —T0 (10.40)

Systemet er na type 1 med hensyn pa Tp, og stasjonzert ma é(t) = 0 og e(t) = 0. Dette
betyr at

1
T/ r)dr = Ty (10.41)

Integralleddet gir derfor et stasjoneert bidrag

1
= —T 10.42
U . o ( )

til padraget som kompenserer for forstyrrelsen.

I (1 + ) Kr —

Figur 10.4: Hastighetssloyfe med Pl-requlator for kompensering av konstant forstyrrelse

PID-regulatoren bestar av en proporsjonaldel, en derivatdel og en integraldel. Pro-
porsjonaldelen gir padrag proporsjonalt med reguleringsavviket, derivatdelen gir padrag
proporsjonalt med den deriverte til reguleringsavviket, mens integraldelen gir et bidrag
proporsjonalt med integralet av reguleringsavviket.

Det er apenbart at integraldelen er relativt langsom sammenlignet med P- og D-
delen av regulatoren. Det viser seg at for systemer med minst én apen integrator
forverres systemets transiente egenskaper nar integralvirkning brukes.
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10.4 Metning og integralvirkning

Metning er et vanlig fenomen i servosystemer. Det er vanlig at motoren kan levere mo-
ment opp til et maksimalmoment, og at servosystemet dimensjoneres slik at metning
kan forekomme ogsa under vanlige driftsbetingelser. Kombinasjonen av integralvirkn-
ing og metning i prosessen kan gi store problemer og darlig ytelse hvis ikke spesielle
teknikker brukes.

Metningsfunksjonen defineres ved

Umax  fOT U > Umax
sat(u) =14 u for Umin < U < Upax (10.43)
Upin 0T U < Uiy

og er vist i figur 10.5.

4 sat(u)

Umax |----cmooeemmn

Umin
T

=Y

umax

--------------- Umin

Figur 10.5: Metningsfunksjonen sat(u).

Eksempel 10.7 En motor har en hastighetsslgyfe med Pl-regulator. Modellen er
y=v (10.44)

v = sat(u) (10.45)

hvor malingen y er hastigheten, og u er padraget som er et skalert moment. Padraget
har metning |u| < 1 slik at patrykt moment er sat(u) hvor upi, = —1 0g Upax = 1.

Regulatoren er
1
= (14— 104
u(s) = (1+ =)e(s) (10.46)
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U v
Yo 1+ %03 sat(-) Y

Y

W =

Figur 10.6: Hastighetssloyfe med integralvirkning og metning.

hvor e(t) = yo(t) — y(t) er reguleringsavviket. Det resulterende systemet er vist i
figur 10.6.
Anta at y(t = 0) = 0 og at det gis et sprang i referansen slik at yo(t) = 10 for ¢ > 0.
Padraget gar umiddelbart i metning pa grunn av proporsjonalleddet, og v(t) = 1
gir y(t) = 1 for t < 10. Ved t = 10 er referansen nadd og proporsjonalleddet lik null,
men integralleddet er lik

1 10
1—0/0 (10 — t)dt = 5 (10.47)

og systemet far en kraftig oversving siden det tar lang tid a integrere dette leddet ned
til null. Det er klart at integralvirkningen resulterer i darlig ytelse fir dette systemet.
|

Det er mulig & motvirke den ugunstige effekten av integralvirkning ved metning.
Her skal noen av teknikkene presenteres. Fgrst skal imidlertid en passende notasjon
defineres. En PID-regulator skrives vanligvis

1+Tys1+7T;s

u(s) = TS Tys Tis e(s) (10.48)
som er en tilngermelse av
u(s) = upp(s) + us(s) (10.49)
hvor PD-delen er LT
+1gs
=K,— 10.50
e(s) = Ky reels) (10.50)
og integraldelen er
1
ur(s) = Kpﬁe(s) (10.51)
Integralleddet beregnes av
K
ur(t) = Tpe(t) (10.52)

Beregnet padrag betegnes u mens virkelig padrag betegnes v = sat(u).

Utkobling av integrator

En enkel lgsning er a stoppe integrasjonen og sette () = 01 algoritmen under passende
betingelser (figur 10.7). Vanlige betingelser for a stoppe integrasjonen er

1. Stopp integrasjonen hvis padraget er i metning: wu(t) # v(t).



296 Kapittel 10. Implementeringsaspekter

1175 | upp(s)
1—|—Tf8

), K, Bt

A
J<._

Figur 10.7: Utkobling av integralledd i PID-requlator

1
Tis 1 ug(s)

2. Stopp integrasjonen hvis padraget er i metning og integralledd og reguleringsavvik
har motsatt fortegn: wu(t) # v(t) og us(t)e(t) < 0.

3. Stopp integrasjonen hvis integralleddet nar en gvre grense: |u;(t)| > o hvor en
typisk verdi for uy er metningsgrensen .

4. Stopp integrasjonen hvis reguleringsavviket er stgrre enn en gvre grense: |e(t)| >
€o-

Metode 1 virker godt i de fleste tilfeller, men gir stort oversving hvis integralleddet
far en stor verdi. Metode 2 er lik metode 1, men gir bedre innsvingning nar integratoren
har stor initialverdi. Metode 3 gir resultater som er sammenlignbare med metode 2.
Metode 2 og 3 brukes i industrielle PID-regulatorer.

Metode 4 kan gi stasjongert avvik selv om padraget ikke er i metning. Dette fore-
kommer hvis u;(t) = —upp(t) og |e(t)] > ey. Denne metoden anbefales derfor ikke.

Utladning av integrator

En mye brukt teknikk er a lade ut integratoren nar padraget gar i metning. Dette

implementeres ved © X
. P
hvor integratoren utlades med en tidskonstant T;. Sprangresponsen er her best for sma
T;, men sma verdier for T; vil pa den annen side kunne fgre til at integratoren blir for
fglsom for stgy. Et passende valg er derfor T, = T;.
Denne teknikken er vist pa blokkdiagramform i fig. 10.8, og er enkel a implementere

bade analogt og digitalt.

(t) — u(?)] (10.53)

10.5 PID-regulatorer i analog elektronikk

En P-regulator realiseres i analog elektronikk med en operasjonsforsterker og en enkel
tilbakekobling som vist i fig. 10.9. Forsterkningen er gitt ved

2(s) = —==—K, (10.54)
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s | upn(s)
1+Tys
e(s) +y u(s) v(s)
— K, _i_(“) » sat(-)
+ 1
Yy
{ N
O

Figur 10.8: PID-regulator hvor integralleddet utlades ved metning. Tidskonstanten T
for utladning er satt lik integraltiden T;.

Hvis Ry og R, erstattes av komplekse impedanser Z; og Z5, fas

(s) = —22 (10.55)

—O V2

Figur 10.9: P-regulator

En ubegrenset PD-regulator er vist i figur 10.10. Transferfunksjonen er

R
2(s) = —2(1 + R,Cs) = — K, (1 + Tys) (10.56)
U1 Ry
En ubegrenset Pl-regulator er vist i figur 10.11. Transferfunksjonen er
(%) R2 1+ RQCS 1+ ,I‘Z'S
Zg) === K 10.57
(%1 (S> R1 RQCS b ES ( )

Problemer kan oppsta ved igangkjoring med denne type regulator hvis det ligger en stor
ladning over kondensatoren, som svarer til at integralleddet har en stor initialverdi.
Det er da fare for at systemet far sa stort padrag at det er umulig a fa det til a ga
til referanseverdien. Det er ikke vanlig a ha et ekstra signal inn pa regulatoren for
nullstilling av integralleddet. Disse problemene unngas med begrenset integralvirkning,
hvor kondensatoren lades ut gjennom en motstand (figur 10.12).

En begrenset PD-regulator realiseres som vist i fig. 10.12 hvor transferfunksjonen er
R21+R1018 1+T18

U2
)= e K 10.58
U1 (S> R1 1+ RQCQS p]_ + TQS ( )
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Ry
R, —
—
R T N 0w,
e 1

Figur 10.10: PD-regulator

C R,
———

R
v o— 3L ]

O V2

Figur 10.11: Pl-regulator

Dette er en begrenset PD-regulator hvis T} < T5, mens det er en begrenset Pl-regulator
for T7 > T;. Ved a ta bort Ry og bruke C; = Cy = C fas

U2 RyC's T's
—(8) =7 = — 10.59
U1 (s) 1+ RyC's 14+Ts ( )
som er en begrenset derivasjon.
Ry
—

Ry |

— Cy
! [ + ——O V2
1l
Ch

Figur 10.12: Regulator med pol og nullpunkt. Regulatoren er en begrenset PD hvis
Ty < T5, og en begrenset PI hvis Th > Ts. Ved a ta bort Ry og bruke C, = Cy fas en
begrenset derivasjon.

En PID-regulator med begrenset D-virkning er vist i fig. 10.13. Transferfunksjonen
er

V2 . R2R3 (1 + R4C4S)(1 + RgCgS) N (1 + CFZS)(l + TdS)

(%1 N R1R4 R4C48(1 -+ R2C28) -7 ﬂs(l —+ TfS)

(10.60)
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R,
—{ 11—
Ry ]
T N
V1 O— —
—
Cy
04 R4

OX)

Figur 10.13: Analog PID-regulator med begrenset derivatvirkning.

10.6 PD1 og PD2

En prosess y(s) = hy(s)u(s) skal styres med en PD-regulator. En PD-regulator

. 1—|—Td8
P14+ Tys

u(s) (yo(s) —y(s)) (10.61)
hvor y er maling og yo er referanse, betegnes med PD1. Bruk av denne regulatoren
innebeerer derivasjon av referansen yo. Dette vil i mange tilfeller veere ugunstig for
systemets ytelse. En diskontinuerlig referanse er ikke deriverbar, og store transienter
kan oppsta hvis en bruker regulatoren (10.61) nar referansen inneholder sprang.

En modifisert PD-regulator som betegnes PD2 er

K 1—|—Td8
pl—l—TfS

u(s) = Kpyo(s) y(s) (10.62)

Her deriveres ikke referansen, og god ytelse oppnas ogsa nar referansen inneholder
sprang. [ en analog realisering filtreres y med en begrenset PD-regulator som vist i
figur 10.12 med R; = R fgr den adderes til referansen og forsterkes med en P-regulator
som vist i fig. 10.9.

Slgyfetransferfunksjonen er

14+ Tys

h =K P, 10.63

o(5) = Ky el (10.63)

bade for PD1 og PD2, og dette betyr at fasemargin, forsterkningsmargin og avviks-

forholdet N(s) = (1 + ho(s))™! er lik for de to regulatorene. I posisjonsslgyfen for en
motor gir imidlertid PD2 redusert hastighetskonstant.
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Innen servoteknikken, og spesielt i robotstyring, er ofte referansen generert ved
spesifisering av akselerasjon, og hastighets- og posisjonsreferansen fas ved a integrere
akselerasjonsreferansen. I dette tilfelle er det en god lgsning a benytte en modifisert
referanse

Yrer = Yo(8) + Tago(s) (10.64)

eller

Yref = (yo(s) + Tuo(s)) (10.65)

1 + TfS

i en PD2-regulator. En modifisert referanse som gitt av lign. (10.65) gir transfer-
funksjonen (10.61) fra yo til u(s) uten derivasjon av referansen, mens den modifiserte
referansen (10.64), som er en litt enklere lgsning, gir tilnsermet samme resultat. Bruk
av en modifisert referanse gitt av lign. (10.64) og (10.65) kan forgvrig betraktes som
styring med foroverkobling fra 1y som er behandlet i kapittel 9.1.2.

Eksempel 10.8 En motor har transferfunksjonen

Yy K
Z(s) = h e — 10.
L(s) = hul) = 7 (10.66)
En posisjonsreferanse yo(t) er gitt.
En PD1-regulator
1+ Tys
he(s) = Ky——— 10.67
<S> p 1 + TfS ( O 6 )
brukes med T; = T som gir
K,
ho(s) = hy(8)hu(s) (10.68)

%= s(14Tys)

Hastighetskonstanten er K, = KK,,.
Denne regulatoren gir null stasjonaert avvik i posisjon ved sprang i referansen siden
systemet er av type 1. Posisjonsavviket ved fglging av en rampe med hastighet v, er
€y = ’U()/KU.
En PD2-regulator
1 -+ TdS

u= K,yo(s) — Kpl Ty

y(s) (10.69)

med de samme regulatorparameterene som i PD1-regulatoren gir ogsa null stasjonsert
posisjonsavvik pga den apne integrasjonen fra hastighet til posisjon. For en PD2-
regulator er imidlertid hastighetskonstanten mindre enn hvis en PD1 brukes. Dette kan
finnes ved bruk av sluttverditeoremet i s-planet:

o1
UV s(14Ts)
_ _ — [ — ——sutTs) 10.70
e(s) = ()~ ls) = [1 = Ty, (10.70)
Etter litt regning fas
1+ Ko(T = TY) mrm o
e(s) = DOAT)0HTys) | oy (10.71)

Ky
_'_ S(l—l—TfS)
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Med yo(s) = vg/s? gir sluttverditeoremet et stasjoneert avvik
1+ K (T —Ty)

€p K Vo (1072)
Hastighetskonstanten for PD2-regulatoren er altsa
K
KPP = - < K, 10.73
v 1+ K,(T' —1Ty) ( )

som er mindre enn for PD1.

Dette resultatet kan forklares ut fra at en PD1-regulator utnytter informasjon om
hastigheten til referansen.

Hastighetskonstanten for en PD2-regulator kan bli lik hastighetskonstanten for en
PD1-regulator pa fglgende mate: En modifisert referanse 1, genereres ved filtrering av
referansen med et hgyere ordens filter (se kapittel 9.3.4). Denne modifiserte referansen
brukes som inngang til en PD2-regulator med foroverkobling fra den filtrerte hastig-
hetsreferansen ,,. Dette gir samme hastighetskonstant som for en PD1-regulator.

|

Mulige lgsninger er:

1. Referansen kan filtreres med et andre eller tredjeordens filter og en PD2-regulator
brukes. Dette gir tilneermet samme hastighetskonstant som for en PD1-regulator
dersom filterets bandbredde er stor, og derivasjon av spranget unngas.

2. Den ufiltrerte referansen brukes som inngang til en PD2-regulator. Dermed
unngas derivasjon av sprang, men hastighetskonstanten reduseres.

3. En PDl1-regulator brukes. Dette gir store padragsverdier ved sprang i referansen
pa grunn av derivasjonen av referansen, men hastighetskonstanten er hgy:.

10.7 Frekvensbegrenset derivasjon

En vanlig problemstilling i servoteknikken er at kun en posisjonsmaling er tilgjengelig,
og at man gnsker a finne hastigheten ved frekvensbegrenset derivasjon av posisjons-
signalet. Grunnen til at derivasjonen ma veere frekvensbegrenset er at hayfrekvent stay
vil gi meget store forstyrrelser ved ubegrenset derivasjon.

Eksempel 10.9 Med en PD-regulator sgker man a realisere en tilbakekobling
u = Ky(yo — y) + KTa(vo — v) (10.74)

hvor v er hastigheten og vy er hastighetsreferansen. Hvis hastigheten ikke males, kan
den frekvensbegrensede derivasjonen

= 17 W)~ u(s) (10.75)

brukes, og tilbakekobling tas fra den beregnede hastigheten v i stedet for v. Dette gir
PD-regulatoren

vo — (s)

1 Zd;fs)(yo(S) —y(s)) =~ Kp%(yo(s) —y(s)) (10.76)

siden Ty < Ty i en PD-regulator. [ |

u(s) = Kp(1+
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10.7.1 Derivasjon med fgrsteordens filter

Den enkleste form for frekvensbegrenset derivasjon er av fgrste orden:

0(s) y(s) (10.77)

. S
o 1—|—Tf8

hvor v er den beregnede hastighet og y er posisjonsmalingen som vist i figur 10.14. Ved

y(s) s 0(s)

— Itlyps [

Figur 10.14: Frekvensbegrenset derivasjon av forste orden

innsetting av s = jw i lign. (10.77) finnes tilneermingen

1
(i)~ Juoy(je) = v(jw), @ < o (10.78)
f
som viser at 0(t) er tilnsermet den tidsderiverte av y(t) for frekvenser under knekkfrek-
vensen 1/T. For hgyere frekvenser gjelder

1 1
(jw) ~ ?fy(jw), w > T (10.79)
Derivasjonen er altsa begrenset i frekvens.
Den frekvensbegrensede derivasjonen som gitt i s-planet av lign. (10.77) kan realis-
eres i tidsplanet med

1

b= —(y —§ 10,

i =) (100
=10 (10.81)

hvor ¢ er en beregnet hastighet. Blokkdiagrammet er vist i figur 10.15.

Yy 1 (]
| Ty

Figur 10.15: Realisering av forsteordens frekvensbegrenset derivasjon

Den beregnede hastigheten integreres opp til en beregnet posisjon ¢. Den beregnede
hastigheten er proporsjonal med avviket mellom malt og beregnet posisjon.

Denne type derivasjon brukes i en vanlig PD-regulator. © er gitt av den faktiske
hastigheten v(s) = sy(s) ved )

08) = T

(s) (10.82)



10.7. Frekvensbegrenset derivasjon

Hastighetsavviket er dermed

() = v(s) — i(s) = (1 — — Iys

B 1 +Tf8)v<s> - 1 +Tf$v

(s)

Ifglge sluttverditeoremet er da stasjoneert avvik i beregnet hastighet

T
Us = lim o(t) = ii_r)l%sl +f;fsv(s)

Dette medfgrer:
1. Hvis hastigheten er konstant v(t) = vy, sa er

. Tf82 Vo
Uy = lim —
s=01+Tys s

2. En rampe i hastighet v(t) = aot gir

— L Tf82 ag
Us _sl—r>rtl)1+Tf352

fao

som er et stasjoneert avvik i beregnet hastighet.

3. En parabel i hastighet v(t) = rot* gir

S Tys® ro
vs_slg(lJlJrTfss?’ N

10.7.2 Derivasjon med andreordens filter

Vi skal na se pa hgyere ordens derivasjonsfiltere med en spesiell struktur?.
En andreordens frekvensbegrenset derivasjon er

B(s) k2

= S5S—
82 + k‘ls + k’gy
hvor £y og ky er designparametre.
Denne transferfunksjonen kan realiseres med tilstandsromformuleringen

(s)

hvor

Blokkdiagrammet er vist i figur 10.16.
Avvik i beregnet hastighet er i dette tilfelle

s(s+ k1)

0(s) =wv(s) —0(s) = 2+ ks + ko

v(s)

som finnes ved av y(s) = Lv(s) og lign. (10.88).

S

303

(10.83)

(10.84)

(10.85)

(10.86)

(10.87)

(10.88)

(10.89)
(10.90)

(10.91)

(10.92)

3Disse derivasjonsfilterene har samme struktur som et enkelt Kalmanfilter eller en modal estimator

(observer).
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v
—
y € {1
—0= ks . —

k1

Figur 10.16: Realisering av andreordens frekvensbegrenset derivasjon

1. Hvis hastigheten er konstant v(t) = v, sa er

— s*(s+ k1) wo

- =0 10.93
55%32"‘]4718"‘%328 ( )

2. En rampe i hastighet v(t) = aot gir
s (s+k) a  k

~S e 1 —_— Y ——— — 1094
v sl—I>r(l) 82—|-]{Z18—|—]€2 52 kzao ( )
som er et stasjoneert avvik.
3. En parabel i hastighet v(t) = $rot* gir
s2(s+ k1) 1o
Vg = im———=  —— — 10.95
! 3%52+k18+/{7283 ( )
10.7.3 Derivasjon med tredjeordens filter
En tilsvarende derivasjon av tredje orden er
k k
i(s) 25 1 hy (s) (10.96)

=S
53 + k182 + sz + kgy

hvor ki, ks og k3 er designparametre. Denne derivasjonen kan realiseres ved tilstands-
romformuleringen

e=y—7 (10.97)
0 = ke (10.98)
U = a4+ ke (10.99)
§ = 0+ ke (10.100)

som har blokkdiagram som vist i figur 10.17
Avvik i beregnet hastighet finnes av y(s) = tv(s) og lign. (10.96)

82(8 + /{?1)

@(S) = U(S) - QA}(S) = 83 + k152 —+ ]{328 + k3

v(s) (10.101)
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v
—>
Y € ]
— 0= ks _’O_| ’>——’
ko
kq

Figur 10.17: Realisering av tredjeordens frekvensbegrenset derivasjon

1. Hvis hastigheten er konstant v(t) = vy, sa er

s3(s + k1) Vg

v, = li — =0 10.102
e o has T o s o102
2. En rampe i hastighet v(t) = aot gir
3 k
Bymlim S TR) a0 (10.103)

s—0 §3 4 k182 + kos + kg? n
dvs null stasjonaert avvik.

3. En parabel i hastighet v(t) = $rot* gir

by = lim— k) 1ok

= — 10.104
s—0 §3 + k152 + kos + ks 3 k3T0 ( )

som er et stasjoneert avvik.

Konklusjonen pa disse beregningene er at andreordens derivasjonen som gitt i lign.
(10.88) neppe er bedre enn den enklere forsteordens derivasjonen som gitt i lign. (10.77).
Tredjeordens derivasjon som gitt i lign. (10.96) er imidlertid mer ngyaktig, og kan veere
interessant a bruke i visse tilfeller.

10.8 Filtrering av malesignaler

10.8.1 Innledning

Et malesignal kan inneholde hgyfrekvent stoy som kan veere av en slik styrke at det
er gnskelig a filtrere malingen for den gar inn pa regulatoren. Aktuelle filtre er lav-
passfiltre og sugefiltre. Det er viktig a huske pa at filterets transferfunksjon vil innga
i slgyfetransferfunksjonen. Det er derfor viktig at filteret ikke gir for stort negativt
fasebidrag ved kryssfrekvensen ettersom dette vil redusere fasemarginen.
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10.8.2 Klassiske lavpassfiltre
De klassiske lavpassfiltre er [37]

e Butterworth-filteret som har en frekvensrespons som er optimalisert for a gi maksi-
mum flat amplitude i passbandet som er opp til filterets knekkfrekvens.

e Chebychev-filteret har rippel i passbandet, men gir en brattere filterflanke.

e Bessel-filteret som er optimalisert for a gi lineser fasegang og dermed konstant
tidsforskyvning i passbandet.

Butterworth lavpassfiltre av orden 1 til 4 er gitt av

1
s+ 1

1
s2+1.1414s + 1
1
$3+252 425+ 1
1
st +2.61s3 +3.41s2+2.61s+1

Chebychev lavpassfiltre av orden 1 til 4 med ripple pa 1 dB i passbandet er gitt av

1.97
s+ 1.97

0.983
s? +1.098s + 1.103
0.491
53 4+ 0.988s2 4 1.238s + 0.491
0.246
s* 4+ 0.953s% 4 1.454s2? + 0.743s + 0.276

Bessel lavpassfiltre av orden 1 til 4 er gitt av

1
s+ 1

3
s2+3s+3
15
s3 + 652 4+ 155 + 15
105
st + 1083 + 4552 4+ 105s + 105
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Figur 10.18: Frekvensrespons for sugefilter med (; = 0.01, (,, =1 og wy =1

Filtrene er presentert pa normalisert form med knekkfrekvens lik 1. En knekkfrek-

vens wy oppnas ved a substituere
s
s — —
wo

Et filter konverteres til et normalisert hgypassfilter ved a substituere
1

s — —
S

10.8.3 Sugefilter

Et sugefilter (notch filter) har transferfunksjonen

L2+ 5
s) = . (10.105)
1+2G5+ 5

Her er udempet resonansfrekvens den samme i teller og nevner. Filteret skal ha kritisk
eller overkritisk demping i nevner (¢, > 1), og liten demping i teller (¢; < 1).

Filteret demper frekvenskomponenter omkring wy. Filterets frekvensrespons er vist
i figur 10.18 for ¢; = 0.01, (,, = 1 og wy = 1. Viktige egenskaper ved filteret er:

1. Hvis w < wy eller w > wy, sa er

h(jw) ~ 1 (10.106)
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a) _Cy
B R
e — —— 9
Uq []Cl U2
) o . o
L C
e — ———9
U1 []31 Ug

Figur 10.20: Sugefilter realisert med aktiv krets

2. For frekvensen wy er
h(jwo) = % <1 (10.107)

Ved a velge forholdet mellom (; og (, kan gnsket demping av signalet ved frek-
vensen wy oppnas.

3. Fasen oppfyller
|2h(jw)| < 90° (10.108)

for alle w.

Et sugefilter kan veere nyttig for a dempe kraftig forstyrrelse ved en bestemt frekvens
f.eks. fra nettfrekvensen pa 50 Hz. En forutsetning for bruk i reguleringssystemer er
imidlertid at wy ligger tilstrekkelig hgyt i forhold til kryssfrekvensen slik at dette ikke
resulterer i for liten fasemargin.

To realiseringer av filteret ved passive kretser er vist i figur 10.8.3. De to filterene
har transferfunksjoner

U9 1+ 2R018 + R2010282
Y200y (10.109)
Uy 1+ R(Cy + 2C5)s + R2C,Cys?
0g
1 92 2 2
U9 (S) + RlcS + C R1R28 (10110)

U_l B 1+ C(R2 + 2R1)5 + 02R1R282
En realisering i aktive kretser er vist i figur 10.20.
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10.9 Modellbasert filtrering

10.9.1 Innledning

Viktige spesifikasjoner ved utvikling av et servosystem kan vaere:

1. Nedre begrensning pa slgyfeforsterkningen |ho(jw)| opp til en viss frekvens for a
oppna god ngyaktighet.

2. Ovre begrensning pa slgyfeforsterkningen |hg(jw)| over en spesifisert frekvens for
a begrense innvirkning fra hgyfrekvent stgy.

Disse to spesifikasjonene vil det i noen tilfeller veere vanskelig a oppfylle samtidig.
Dette skjer hvis krav til hgy forsterkning ved lave frekvenser dikterer en kryssfrekvens
som ligger i frekvensomradet til stgyen.

Eksempel 10.10 Gitt prosessen
Y 1
=(s) =h(s) == (10.111)
u

Det er spesifisert at:
1. |ho(70.1)] > 100 (= 40 dB) for a fa en tilfredsstillende ngyaktighet.

2. Systemet utsettes for kraftig stoy ved w = 10 rad/s, og det er derfor spesifisert at
|ho(j10)] < 0.01 (= —40 dB).

3. Systemet skal ha en fasemargin pa v = 55°.

4. Systemet skal ikke veere ubetinget stabilt hvilket vil si at Zhg(jw) > —180° for
alle w < w,.

En PD-regulator .
ho(s) = 11170_56 (10.112)
5.6
oppfyller punkt 1, 3 og 4 pa spesifikasjonslisten, men punkt 2 kan ikke oppfylles siden
|ho(710)] < 0.1 (—20 dB).

Det ville vaere gunstig hvis stgyen ved w = 10 rad/s kunne filtreres vekk ved bruk av
et bandstoppfilter eller et sugefilter. Dette ville imidlertid resultere i redusert fasemargin
pa grunn av det negative fasebidraget fra filteret ved kryssfrekvensen w, = 1.78 rad/s,
og lgsningen er derfor ikke akseptabel.

|

Gitt en prosess beskrevet ved
y(s) = h(s)u(s) + v(s) (10.113)

hvor y(t) er maling, wu(t) er padrag og v(t) er en forstyrrelse. Prosessen er vist i
figur 10.21.
Anta at:
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B h(S) > >

Figur 10.21: Prosess

1. Transferfunksjonen h(s) har orden n og kan skrives

. bo + b1$ + b282 .. .bntsnt

) ap + a18 + a98? . .. aps™ (10.114)
hvor n; < n.
2. Forstyrrelsen v(t) kan ikke males.
3. Signalet v(t) har et spekter v(jw) som kan tilnsermes med
v(jw) & hy(jw) (10.115)
hvor h,(s) kan skrives pa formen
ho(s) = Dot D18 o ™ (10.116)

ap + 18 + es? ...y, s™
0g Nyt < My

Eksempel 10.11 Et typisk eksempel pa et stgyspektrum kan veere v(jw) = h,(jw)
hvor h, er gitt som
Bis

hy(s) = ———— 10.117
=13 205+ 5 ( )
Den logaritmiske amplitudekurven har vinkelkoeffisient +1 for w < wg og —1 for w > wy.

Spekteret har en resonanstopp for w = wy hvor

o (usg) = D120 (10.118)
2¢
som er inverst proporsjonal med den relative dempingen (.
|

Malingen er summen av malingen som kommer fra padraget og malingen som kom-
mer fra stgyen. Dette kan skrives
Y=Yy +v (10.119)

hvor

Yu(s) = h(s)u(s) (10.120)

Det ville veere gunstig hvis det var mulig a filtrere vekk stgyen fra malingen, uten at
filterets transferfunksjon innvirket pa transferfunksjonen fra padrag til filtrert maling.
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10.9.2 Filter
Vi skal se pa fglgende filterstruktur?:

Gu(s) = h(s)u(s) + k(s)h(s)ly(s) — §(s)] (10.121)
0g
0(s) = kohuo(s)[y(s) — 9(s)] (10.122)
hvor
9(s) = gu(s) + 0(s) (10.123)

Her er k, en skalar. Transferfunksjonen k(s)h(s) er gitt av

Co+ 15+ Ca8% ... cp_15"H

k(s)h(s) (10.124)

ao + a18 + ass? ... a,s"
hvor ¢y ... ¢,_1 er designparametre, og nevneren er identisk med nevneren i A(s). Ideen
med filteret er a bruke prosessens modell og stgyens spektrum for a finne en tilnsermelse
Uy til y,. Et blokkdiagram for filteret er vist i figur 10.22.

lv

prosess—O - k (8)

Y

A4
o
<

A4

Figur 10.22: Filterstruktur

Det bgr bemerkes at transferfunksjonen k(s) ikke er realiserbar hvis n; < n—1. k(s)
opptrer imidlertid alltid i produkt med h(s) i filteret, og k(s)h(s) er alltid realiserbar.

10.9.3 Analyse av filter

For a analysere dette filteret innfgres transferfunksjonen
go(s) = k(s)h(s) + kyhy(s) (10.125)

Dette er filterets slpyfetransferfunksjon. Transferfunksjonen k(s)h(s) og forsterkningen
k, ma velges slik at filteret er stabilt. Stabilitet av filteret analyseres som vanlig for
tilbakekoblede systemer. Dette kan gjores ved a studere go(s) i Bodediagram, eller ved
a velge polene til filteret.

Ved bruk av filterets slgyfetransferfunksjon go(s) kan g skrives

g(s) = h(s)u(s) + go(s)[y(s) — (s)] (10.126)

4Denne filterstrukturen er den samme som i et Kalmanfilter med modell av stgyen. Kalmanfilteret
er formulert pa tilstandsromform, og filterparameterne er gitt av stgyens kovarians.
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Videre er
1 h(s)

" T Y T T @

Transferfunksjonene fra y,(s) og v(s) til de filtrerte signalene ¢, og 0 kan dermed finnes
ved innsetting av y,(s) = h(s)u(s) og y = y, + v. Dette gir

y(s) —4(s) (10.127)

ls) = (5) + T () (10.128)
b k()
u(s) = 117;0(3)0(8) (10.129)

Ideelt sett skulle de filtrerte verdiene ha veert

e (s) = yu(s) (10.130)
0g
ool (5) = v(s) (10.131)

For a analysere hvor godt resultatet er sammenlignes lign. (10.128) og (10.129) med
de ideelle ligningene (10.130) og (10.131).

1. Hvis go > 1 og k,h, > kh, sa er 1 + go = k,h, og

h
Uu = Y, R Yy 10.132
Uu R Y +kvhvv y (10.132)
0g
kel
0~ k?uhvv =0 (10.133)

De filtrerte verdiene er altsa tilngermet lik de ideelle verdiene.

2. Hvis go > 1 og k,h, < kh, saer 1 + gy ~ kh og

kh
Ju %qurEv Yy + v (10.134)
0og
koo
0~ ~ 10.1
O v 0 (10.135)

I dette tilfelle er ikke filteret aktivt, men slipper stgyen igjennom.

Filterparameterne k(s) og k, ma velges. Fglgende retningslinjer gis:

1. Forsterkningen k, ma velges slik at k,h, > kh i frekvensomradet hvor stgyen skal
dempes.

2. Transferfunksjonen kh ma designes slik at gg = k,h, + kh > 1 for alle frekvenser
opp til en dekade over kryssfrekvensen, og dessuten slik at filteret er stabilt.
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10.9.4 Realisering ved bruk av fysisk modell

Gitt tilstandsrommodellen

T = Ax + bu (10.136)
y=dx (10.137)

som har transferfunksjonen
h(s) = %@) — d"(sI — A)'b (10.138)

Tilstandsrommodellen sies da a veere en realisering av transferfunksjonen h(s). En
realisering av h,(s) er gitt ved

T, = A,x, + bye (10.139)
v=d 'z, (10.140)
hvor € er et skalart signal og
ho(s) = 2(s) = d¥(sI — A,)"'b, (10.141)
€

En realisering av filteret er da

x=Az +bu+k(y—7) (10.142)
&, = A2 + bk, (y — 9) (10.143)
Ju=d'z (10.144)
v =dl 'z, (10.145)
U= 0u+0 (10.146)

Her er k og k, filterets designparametre.
Dette er en tilstandsromformulering av filteret gitt av lign. (10.121-10.124) hvor

k(s)h(s) =d" (sI — A)~'k (10.147)

0g
ky(s)hy(s) = dX(sT — A,)7'b,k, (10.148)

Tilstandsrommodellen er vist i figur 10.23.

10.9.5 Konsekvenser ved bruk i tilbakekobling

Vi skal her se pa bruk av filteret ved tilbakekobling. Anta at filteret er effektivt for
frekvenser opp til kryssfrekvensen slik at det filtrerte signalet er

Ju = h(s)u(s) (10.149)

I sa fall kan systemet styres med tilbakekobling fra ¢, uten a ta hensyn til filteret. Dette
er et meget godt resultat.

Ved vanlig filtrering av malingen og tilbakekobling fra det filtrerte signalet kommer
filterets transferfunksjon inn i slgyfetransferfunksjonen. I alle tilfeller hvor man forsgker
a filtrere vekk stgy i neerheten av kryssfrekvensen vil filteret introdusere negativ fase i
sloyfetransferfunksjonen, og kryssfrekvensen ma reduseres for a oppna akseptable sta-
bilitetsmarginer. Hovedforskjellen mellom filteret som presenteres her og vanlig filtrer-
ing er foroverkoblingen fra padraget i lign. (10.121) og bruken av transferfunksjonen
hy(s) som er gitt av spekteret til stgyen.
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X Jdp
Lot k 2 ar g e
A [«
L k] b, i|>:i‘y o d7 0
A, <

Figur 10.23: Realisering pa tilstandsromform.

10.9.6 Eksempel fra dynamisk posisjonering

Denne metoden kan benyttes ved bglgefiltrering i dynamisk posisjonering.® Her er
problemet at malingene er befengt med stgy som skyldes skipets bevegelse i bglger.
Det er ikke gnskelig a kople tilbake fra malingene direkte fordi dette vil gi et oscilla-
torisk padragssignal (sakalt thrustermodulasjon) som forer til gkt drivstofforbruk og gkt
slitasje. Vi velger a se pa én av skipets frihetsgrader — langskipsbevegelsen (jag).
Skipets bevegelse kan deles i to: 1) lavfrekvensbevegelse f.eks. skyldes pavirkning
av konstant strgm og vind, som man gnsker a motvirke med reguleringssystemet og 2)
hoyfrekvensbevegelse som skyldes bolgepavirkning og som man ikke gnsker a kompensere
med reguleringssystemet. En forenklet modell av lavfrekvensbevegelsen i jag er gitt ved

1
iy, = —Fr, (10.151)
My

der m, er skipets treghet og Fr, er thrusterkraften. Vi ser her bort fra andre kraft-
pavirkninger. Transferfunksjonen er gitt ved

Xy, 1
h = = 10.152
() = 2 (5) = (10152
Stoyen xy har spekteret zy(jw) = hpp(jw) hvor
Brwids

ho(s) = h = 10.153
() 1 (s) 52 + 2Cwops + wi ( )

En realisering av hyp(s) er gitt av den dempede oscillatoren
j;vl = T2 (10154)
Ty = —2(WoTys — w%xvl + ﬁlwge (10.155)
TH = Ty (10.156)

®Dette delkapittelet er utarbeidet av vit.ass. Erling Aarsand Johannessen
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Her er wy oscillatorens frekvens, ¢ er dempningen, mens ; er en amplitudeparameter.
Skipets totale bevegelse er gitt av

x(t) = xp(t) +zp(t) (10.157)
Bolgefilteret kan da settes inn i filterstrukturen i figur 10.22 som vist i figur 10.24.

Fr, hor(s) zr(s) z(S)I €1 Lo r (s hor(s)

lavfrekvensbevegelse
ijag

Y

Y

kHF hHF(S)

Y

Figur 10.24: Bolgefilter for jag

Vima na bestemme transferfunksjonen kpp(s) og forsterkningen kyp. Av ligningene
(10.152) og (10.153) ser vi at graden i nevner for hppr(s) er npp = 2, og at graden i

teller er nieer = (0. Vi velger na
LF | LF
krp(s) = 59—7%?§L—f (10.158)
som gir
° Eor($)hor(s) ks 1 ctt 4 clts (10.159)
S S) = = .
Her er b5 = 1/m, og
karhur(s) = frs (10.160)

2s s)?

14 %4 (=)
Vi ser na pa et konkret talleksempel, og velger et skip med treghet m, = 5 - 10° kg

i langskipsretningen. Lavfrekvensgrenen inneholder to designparametre, ¢t og cl*.

Forsterkningen i denne grenen kan justeres ved & variere cf’, mens plasseringen av
LF
nullpunktet s = —%7 bestemmes av ¢[*". Nullpunktet bor legges inn ved hgyest mulig

frekvens, slik at k:LIF(s)hLF(s) faller av med stigningstall —2 til hgyest mulig frek-
vens. Pa denne maten oppfylles best kravet om at k,h, > kh. Pa den annen side
vil plasseringen av nullpunktet begrenses av kravet om at filteret skal veere stabilt.
I hgyfrekvensgrenen velger vi parametrene ( = 1 og wy = 27/10 ~ 0.6 rad/s, som
tilsvarer en periode pa 10 s. Videre settes 8; = 65 & 36 dB og cfF = 0.0005 ~ —66 dB.
Nullpunktet legges inn ved w, = 0.001 rad/s, som svarer til ¢/ = 0.5.

Figur 10.25 viser frekvensresponsene til lavfrekvensgrenen kprhpr (heltrukken linje)
og hoyfrekvensgrenen kyphpyp (stiplet linje). Transferfunksjonene %(s) og ””TH(S) er
interessante. Disse viser hvordan frekvensdelingen skjer mellom de to grenene. Vi har

. k?LF(S)hLF(S)
T (5) = 1+ go(s)

Ty

(10.161)
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Figur 10.25: Frekvensrespons for balgefilteret

0g
!i"_H( ) = kurhir(s)

s) =
T 1+ go(s)

Frekvensresponsen til disse transferfunksjonene er vist i figur 10.26. Her ser vi at
filteret fungerer etter hensikten ved at stgyens innvirkning pa xj, er redusert med 25 dB
i frekvensomradet 1-10 rad/s. Ved tilbakekobling fra & vil da padraget ikke veere
sensitivt for hgyfrekvent bglgebeveglse, og thrustermodulasjon unngas.

(10.162)
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Kapittel 11

Algoritmer i diskret tid

11.1 Simulering

Simulering er mye bruk i forbindelse med regulatorutvikling. I dette kapittelet presen-
teres integrasjonsmetoder i diskret tid for simulering av servosystemer.
Gitt et system

&(t) = Fla(t) v(t). 1) (1L.1)
hvor x er tilstandsvektoren og v er en vektor av signaler som er uavhengig av @. Dette

kan veere referanser, foroverkoblinger eller forstyrrelser. Eventuelle padrag w generert
ved tilbakekobling behandles pa fglgende mate: Gitt systemet

= f(x,u(x),v,t) = f(x(t),v(t),t) (11.2)

som overfgrer systemet til formen i lign. (11.1). Systemet skal diskretiseres med tids-
skritt h. (k) betegner x(t = kh).

11.1.1 Eulers metode

Eulers metode for integrasjon av systemet gitt av lign. (11.1) gir
x(k+1)=x(k) + hf(xk),v(k),k) (11.3)

For simulering av enkle systemer hvor krav til ngyaktighet er moderat, kan denne meto-
den veere akseptabel. Metoden er av fgrste orden med lokal avbruddsfeil proporsjonal
med hZ%.

Eulers metode ma ikke brukes for systemer med komplekskonjugerte poler med
liten demping. Grunnen til dette er at lgsningen bare er stabil for systemer med poler
innenfor sirkelen |1 + hs| =11 s-planet (fig. 11.1).

Typiske systemer med liten demping er hydrauliske motorer med transferfunksjon
pa formen

1
h(s) = K 5 (11.4)
8(1 + QChwih + Z_i)
og systemer med elastisitet i lasten med transferfunksjon som kan veere av formen
1+275 + =
h(s) = K———2 S (11.5)

14202+ 5

317
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Figur 11.1: Stabilitetsomrade for hA i s-planet for Fulers metode hvor X er en egenverdi
til det kontinuerlige systemet.

eller
1

h(s) = K——— 11.6
(5) 14202+ 5 (11.6)

Eksempel 11.1 Gitt systemet

i‘l = T2 (117)
Ty = —w%xl — 2Cwors + v (11.8)
som har transferfunksjonen
X1 1
gy = 11.9
v () s2 + 2Cwos + wd (11.9)

Nar ¢ = 0 har systemet poler for s = +jwy.
Eulers metode gir
zo(k + 1) = 22(k) + h[—wiz1 (k) — 2¢wora(k) + v(k))] (11.11)
I z-planet (se f.eks. [29]) fas

zx1 = 11 + hao (11.12)

2T = Ty + h[—wiz) — 2CWoTs + V)] (11.13)

Anta at ¢ = 0. Ved a lgse ut zy fra lign. (11.12) og sette inn i lign. (11.13) finnes

transferfunksjonen
") " (11.14)
—(z) = .
v 22 — 22+ 1+ h2wd

som har poler i z =1 + jhwy. Polene til det diskretiserte systemet ligger altsa utenfor

enhetssirkelen for alle h, og det diskretiserte systemet er derfor alltid ustabilt selv om
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det opprinnelige kontinuerlige systemet er stabilt med poler pa den imagingere akse.
Med en liten og positiv verdi for ¢ er det kontinuerlige systemet asymptotisk stabil,
mens det diskretiserte systemet vil ha mindre demping, og kan veere ustabilt selv om
det benyttes sveert sma tidsskritt A.

Eulers metode er derfor uegnet for denne type system. En kombinasjon av Eu-
lers metode og Eulers bakovermetode som presenteres i kapittel 11.1.2 kan imidlertid
brukes. [

11.1.2 Eulers metode for andreordens systemer

For et andreordens system

i‘g = f(l‘l,l‘g,l)) (1]_]_6)

defineres Eulers metode ofte ved at akselerasjon Z, er konstant over diskretiseringsin-
tervallet. Dette gir

2

1k + 1) = x21(k) + hao(k) + %f(a:l(k), xo(k),v(k), k) (11.17)

zo(k + 1) = xo(k) + hf(x1(k), x2(k), v(k), k) (11.18)

Resultatet blir litt mer ngyaktig med denne formuleringen, men stabilitetsegenskapene
endres bare i liten grad. Denne metode presenteres ogsa i [21], hvor den forgvrig ikke
er gitt noe spesielt navn. Metoden utledes ved Taylorrekkeutvikling opp til 2y = &5:

1(k+1) = 21(k) + han (k) + gfél(k) (11.19)

xo(k + 1) = z9(k) + hio(k) (11.20)
Innsetting av &1 = x5 0og &1 = @9 = f gir metoden i lign. (11.17) og (11.18).

Eksempel 11.2 For systemet

Ty = —waw; — 2CwoTy + v (11.22)
gir denne metoden algoritmen
h:

r1(k+1) = x1(k) + hxo(k) + 3[—w0x1(l€) — 2Cwoza (k) + v(k)] (11.23)
To(k + 1) = 29(k) + h[—wiz1 (k) — 2Cwora (k) + v(k))] (11.24)

Med ¢ = 0 blir den karakteristiske ligningen

h2 2 h2 2

224 ( ;O+h2Cw0—2))z+1+ go—hgwozo (11.25)

Med ¢ = 0 blir polene

hZ 2 h2 2
e =1— Zoij\/h%g—( 2“0)2 (11.26)
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Polene ligger utenfor enhetssirkelen siden

2 2
Wo

2120 =1+ > 1 (1127)
De ligger imidlertid til venstre for linjen Re{z} = 1 hvor polene befant seg for den
vanlige Eulers metode. Metoden ser ut til a ha et noe stgrre stabilitetsomrade enn den
vanlige Eulers metode som gitt av lign. (11.3), men den er altsa ustabil for poler pa den
imaginaere akse og for poler med liten demping. [ |

En interessant metode er a bruke en kombinasjon av Eulers metode med Eulers
bakovermetode. Eulers bakovermetode gir

x(k+1)=x(k)+hf(x(k+1),v(k+1),k+1) (11.28)

Dette er en implisitt metode som er stabil for systemer med poler innenfor sirkelen
|hs — 1| = 11 s-planet. Eulers bakovermetode er derfor stabil for systemer som ikke
har poler i hgyre halvplan.

En god metode av forste orden (orden av en integrasjonsmetode er definert i f.eks.
[21]) for andreordens systemer er a bruke vanlig Euler for hastighetsligningen og Eulers
bakovermetode for posisjonsligningen. Dette gir en beregningsalgoritme hvor problemer
med implisitte ligninger unngas. Algoritmen er

To(k+ 1) = xo(k) + hf (1 (k), z2(k), v(k), k) (11.29)

x1(k+1) =z (k) + hao(k + 1) (11.30)

Her kan lign. (11.30) sies a veere pa implisitt form siden @,(k+ 1) opptrer pa hgyre side
i ligningen. Dette er imidlertid ikke noe problem siden @s(k + 1) allerede er beregnet
fra lign. (11.29). Metodens ngyaktighet er begrenset siden den er av forste orden.

Eksempel 11.3 For systemet

Ty = —war; — 2CwoTy + v (11.32)
gir denne metoden algoritmen
Algoritme 11.1
To(k + 1) = 29(k) + h[—wiz1 (k) — 2Cwora (k) + v(k))] (11.33)
|

Algoritmen krever fire addisjoner og fire multiplikasjoner for hvert tidsskritt hvis
koeffisientene trekkes sammen ved initialisering. Den z-transformerte modellen er

2x1(2) = 21(2) + hzaa(2) (11.35)

279(2) = x9(2) — h2Cwora(2) — hwiz,(2) + hv(2) (11.36)
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Ved a eliminere x5(z) fas
[22 + (h2Cwo + h2wi — 2)z + 1 — h2Cwo)z(2) = v(2) (11.37)
Den karakteristiske ligningen har ratter z; og z,. Dette kan skrives
224 (h2Cwo +Rh*wi —2)z+1—h2(wy = (2 —21)(2 —2) = 22 — (21 + 2) 2 + 2122 (11.38)
Ved sammenligning av koeffisientene i ligningen er det klart at
2129 = 1 — h2(wy (11.39)

Anta at systemet har null demping, hvilket betyr at ( = 0. Da er 2125 = 1, og hvis

rottene er komplekskonjugerte, sa ligger de pa enhetssirkelen. Rgttene er gitt av
_ PPwg h2wd

4

+ th

z=1 ~1 (11.40)
som gir komplekskonjugerte rotter for h < 2/wy.

Konklusjon: Anta at systemet gitt av lign. (11.31) og (11.32) har null demping og
folgelig to poler pa den imaginaere akse i s-planet. Anta videre at

h < 2 (11.41)
wo
Ved bruk av Eulers metode pa hastighetsligningen og Eulers bakovermetode pa po-
sisjonsligningen, vil det diskretiserte systemet gitt av lign. (11.31) og (11.32) ha poler
pa enhetssirkelen i z-planet. Det diskretiserte systemet har derfor i likhet med det
kontinuerlige systemet null demping.
Stabilitetsomradet for diskrete systemer kan finnes med Jurys kriterium ([15] s.
39) som er et algebraisk stabilitetskriterium. Ifglge dette kriteriet har en andreordens
prosess med karakteristisk ligning

P2 taz+a;=0 (11.42)

stabilitetsomrade med hensyn pa a; og as gitt av

las| < 1 (11.43)
as+1>—a (1]_44)

0g
as+1>a (11.45)

Her er a; = h2Cwy + h*wi — 2 og az = 1 — h2Cwp. Hvis de trivielle forutsetningene
wo >0, h >0 o0g ¢ > 0 er oppfylt, gir lign. (11.45) den mest restriktive ulikheten, som
er

h?w2 + 4Chwy — 4 < 0 (11.46)

Dette gir formelen for grensen til stabilitetsomradet som skrives
hwo = —2¢ +1/(2¢)? — 4 (11.47)

Stabilitetsomradet for et andreordens system er vist i figur 11.2.
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Figur 11.2: Stabilitetsomrade for hX\ 1 s-planet for andreordens system diskretisert med
en kombinasjon av Eulers metode og Eulers bakovermetode.
A er en av egenverdiene til det kontinuerlige systemet.

11.1.3 Trapesmetoden
Trapesmetoden er en implisitt metode som gir det diskrete systemet

x(k+1)=x(k)+ g[f(a:(k), v(k),k)+ flx(k+1),v(k+1),k+1)] (11.48)
for systemet gitt av lign. (11.1).
Anta at

z = f(x,v,t) = Ax (11.49)
hvilket vil si at systemet er linesert.

Det er interessant 4 merke seg at ved innfering av x(k) = 271z (k + 1), kan trapes-

metoden skrives
21 —271

hl+4z1
Transformasjonen fra formuleringen sz (s) = Ax(s) i s-planet til formuleringen i z-plan
skjer altsa ved a bruke

x(z) = Ax(2) (11.50)

21— 271

§=——"

hl+ 21

som er identisk med den bilinezere tilnsermelse som brukes ved regulatordesign i g-planet

[3]. Denne transformasjonen avbilder den imaginere akse i s-planet til enhetssirkelen i
z-planet. Som et eksempel gir s = jwy

(11.51)

_21—2_1
C hl4 271

jewo (11.52)
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(11.53)

som betyr at polen ligger pa enhetssirkelen.
Trapesmetoden er velegnet for a simulere linesere andreordens systemer som er gitt
pa formen
Mx+ Dz + Kz = F (11.54)

hvor M er symmetrisk og positiv definitt og av dimensjon n x n, og D og K er
symmetriske og positiv semidefinitte matriser av dimensjon n xn. @ er en n-dimensjonal
posisjonsvektor, og F' er en n-dimensjonal vektor som er uavhengig av . Systemet kan
veaere et masse-fjeer-demper system med massematrise M, dempematrise D og fjeer-
konstantmatrise K. Det kan ogsa veere et dobbeltintegratorsystem

E=u+F (11.55)

med regulator
u=—-Dz - Kz (11.56)

Det kan innvendes at dette er en meget snever klasse av systemer, men denne type
systemer er meget viktige i vibrasjonsanalyse og i enkle motor-fjeer-demper systemer.
Det er en meget viktig egenskap ved trapesmetoden at den ikke introduserer positiv
eller negativ demping i systemet ved diskretisering. Metoden er derfor spesielt egnet
for systemer med liten eller null demping. Trapesmetoden er forgvrig et spesialtilfelle
av metodene Newmark (3 og Wilson # som er mye brukt i vibrasjonsanalyse [31].

Trapesmetoden for systemet kan skrives pa vanlig tilstandsromform

— K(xi1(k)+xi1(k+1))+ F(k) + F(k+1)] (11.58)

hvor &1 = @ og ¢2 = &. Metoden kan overfores til eksplisitt form ved a lgse ut «;(k+1)
og o(k + 1). Denne formuleringen er imidlertid ikke den beste for dette systemet.

En mer hensiktsmessig formulering oppnas ved a ta utgangspunkt i den andreordens
ligningen. Hastighetsligningen skrives

h
z(k+1)=x(k)+ 5(33(1{:) +a(k+1)) (11.59)
mens posisjonsligningen skrives

alk+1) = (k) + g(dz(k) +a(k+ 1)) (11.60)
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Innsetting av &(k + 1) fra lign. (11.59) gir

h)z[:'i;(k;) +@&(k+1)] (11.61)

x(k+1) =x(k) + he(k) + (5

Akselerasjonen ved k + 1 uttrykkes ved systemligningen (11.54):
Mi(k+1)+Dx(k+1)+ Kx(k+1)=F(k+1) (11.62)

Innsetting av @(k + 1) fra lign. (11.59) gir
h . . h . .
(M + ED):v(k: +1)+ §Dm(l€) +Dx(k)+ Kx(k+1)=F(k+1) (11.63)
Premultiplisering med (M + £D) i lign. (11.61) og innsetting av lign. (11.63) gir

(M + gD + (g)QK):v(k: +1) = (M + gD)m(k)

+ (hM + (g)QD):ic(k)

+ (g)QM:'i:(k:) + (%)21«“(1{; +1)  (11.64)

Algoritme 11.2 (Trapesmetoden for systemet M& + D& + Kx = F)

1. Anta at initialverdiene x(0) og #(0) er kjent. Beregn &(0) ved a lgse system-
ligningen

Mé(0) + D& (0) + Kz(0) = F(0) (11.65)

Lgsning ved bruk av Gausseliminasjon er omlag dobbelt sa raskt som ved bruk av
#(0) = M '[~Dx(0)— Kx(0)+F(0)]. Siden M er symmetrisk og positiv definitt
gir Cholesky dekomposisjon M = CTC' en raskere og enklere Gausseliminasjon
enn vanlig LU-dekomposisjon M = LU. FEn god referanse er [17] som ogsa
inneholder algoritmer pa MATLAB-syntaks.

2. Beregn x(k + 1) fra ligning lign. (11.64). Gausseliminasjon ved Choleskydekom-
posisjon er den raskeste metoden siden (M + 2D + (2)2K) er symmetrisk og
positiv definitt.

3. Beregn akselerasjon ved a lgse lign. (11.61):

ek+1)=ak) + (g>2[w<k +1) —x(k)] -

. i (k) (11.66)

4. Beregn hastigheten ved bruk av lign. (11.59):

ek +1) = (k) + g@:(/{;) +a(k+1)) (11.67)
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Trapesmetoden er en andreordens metode med lokal avbruddsfeil proporsjonal med
h3.

Metoden er numerisk stabil for alle systemer med poler i venstre halvplan eller pa
den imaginaere akse. Denne egenskapen betegnes som A-stabilitet.

Eksempel 11.4 For systemet

Ty = —war; — 2CwoTy + v (11.69)
gir denne metoden algoritmen
Algoritme 11.3
1. Initialisering:

1

co = (11.70)
T+ 520+ (3)%3

h
C1 = Co(l + §2CWQ) (1171)

h
ey = co(h+ (5)22@;0) (11.72)

hio

c3 = 00(5) (11.73)

2
ey = (3)? (11.74)

h

4
- _ 11.75
=7 ( )

h
o= 3 (11.76)
a(0) = —wiz1(0) — 2¢wer2(0) + v(0) (11.77)

2. Beregn verdier ved k + 1:

1k + 1) = cro1 (k) + coxa(k) + csla(k) + v(k)] (11.78)
a(k+1) =a(k) + cafz1(k+ 1) — 21 (k)] — c5x2(k) (11.79)
zo(k + 1) = z9(k) + csla(k) + ak + 1)] (11.80)
|

Algoritmen krever bare atte addisjoner/subtraksjoner og seks multiplikasjoner for hvert
tidsskritt. Dette er dobbelt sa mye som algoritme 11.1, men likevel gir metoden lite
regning. Trapesmetoden er av andre orden og derfor vesentlig mer ngyaktig enn Eulers
metode i kombinasjon med Eulers bakovermetode. Trapesmetoden foretrekkes derfor
for linesere systemer.

Metoden er A-stabil, slik at lange tidsskritt gir ikke ustabilitet. Vaer oppmerksom
pa at hvis dynamikk med frekvens opp til en frekvens w,., skal studeres, ma tidsskrittet
vaere begrenset av anslagsvis h < 1/(5wmayx) for at resultatet skal bli ngyaktig. Hvis det
er raskere svingninger over denne frekvens, vil metoden ikke bli ustabil, men den kan
vaere ungyaktig. [ |
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11.1.4 Fjerdeordens Runge-Kutta metode

Fjerdeordens Runge-Kutta metode (RK4) er en god metode som har god ngyaktighet
og stort stabilitetsomrade. Metoden er eksplisitt og enkel a programmere.
Gitt systemet

PR T— (11.81)
Algoritme 11.4 (RK4)

Ky = hf(@(t), v(t), 1) (11.82)

ko = hf(m(l) + %kl), o(t + %h),t + %h) (11.83)

ks = hf(m(l) + %kQ), o(t + %h),t + %h) (11.84)

ki=hf(x(t) + ks),v(t+h),t+h) (11.85)

2(t+h) = 2(0) + 2(k1 + 2k + s + ) (11.86)

[ |

Metoden er av fjerde orden med lokal avbruddsfeil proporsjonal med h°.

Stabilitetsomradet i s-planet er litt stgrre enn for Eulers metode. Stabilitetsomradet
inkluderer imidlertid ogsa poler pa den imaginere akse for frekvenser opp til 2.8/h.
Dette er vist i fig. 11.3 hvor ogsa stabilitetsomradet til Runge-Kutta femteordens metode
(RK5) er vist. Til sammenligning er stabilitetsomradet til Runge-Kutta andre- og
tredjeordens metoder vist i figur 11.4.

I CYPROS og MATLAB inngar ferdige moduler med Runge-Kutta metoder for
simulering. Disse modulene har variabel skrittlengde som gir en spesifisert ngyaktighet.
I CYPROS brukes Runge-Kutta-Merson, mens i MATLAB brukes Runge-Kutta-Fehl-
berg. I MATLAB gir ODE23 en kombinasjon av andre og tredjeordens Runge-Kutta
med variabel skrittlengde. Hgyere ngyaktighet oppnas med 0DE45 som benytter en
kombinasjon av RK4 og RK5.

Eksempel 11.5 En ventilstyrt hydraulisk motor med transferfunksjon

1
h(s) = K 11.87
O g 7) e

vil vanligvis ha liten demping. RK4 egner seg godt til simulering av denne type prosess.

Hvis motoren simuleres med Eulers metode, kan simuleringsmodellen bli ustabil selv
for en liten skrittlengde. I beste fall vil de simulerte svingningene bli ungyaktige. Eulers
metode kan imidlertid brukes hvis prosessen reguleres med gode stabilitetsmarginer, og
beskrives med den forenklede modellen

(s) = =

(11.88)



11.1. Simulering 327

Figur 11.3: Stabilitetsomrade for h\ i s-planet for RK4 og RK5 hvor \ er en egenverdi
til det kontinuerlige systemet. RK5 har det storste omradet.

11.1.5 Konklusjon

Som hovedregel kan man bruke en fjerdeordens Runge-Kutta metode for simulering.
Metoden er enkel a programmere, og beregningsbehovet er moderat. I tillegg virker
den bra for systemer med liten eller null demping. Runge-Kutta metoder med vari-
abel skrittlengde inngar som modul i mange programsystemer som f.eks. CYPROS og
MATLAB. Det vil ofte veere hensiktsmessig a bruke disse programsystemene.

Eulers metode kan veere interessant a bruke nar regnekraften tilsier at en lite reg-
nekrevende metode ma brukes. Pa mange systemer ma imidlertid Eulers metode kjgres
med sa liten skrittlengde at det er raskere a bruke RK4 med en lengre skrittlengde.
Eulers metode er ustabil for oscillatoriske systemer med liten demping. Hvis polene er
pa den imaginaere akse er alltid Eulers metode ustabil.

For oscillatoriske systemer kan RK4 benyttes. For linesere andreordens systemer med
liten demping er trapesmetoden egnet. Metoden er A-stabil og av andre orden, den er
lite regnekrevende og gir riktig demping i det diskretiserte systemt. En kombinasjon av
Eulers metode og Eulers bakovermetode kan brukes for linesere og ulinesere andreordens
systemer med liten demping. Metoden er ikke sa ngyaktig som trapesmetoden, men gir
en lgsning som er stabil for systemer uten poler i hgyre halvplan for tilstrekkelig korte
tidsskritt.
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Figur 11.4: Stabilitetsomrade for h\ i s-planet for RK2 og RK3 hvor \ er en egenverdi
til det kontinuerlige systemet. RK3 har det storste omradet.

11.2 Regulatoralgoritmer

11.2.1 Innledning

I servoteknikken er prosessene beskrevet i kontinuerlig tid, og det er mange gode
teknikker for analyse og regulatordesign i s-planet og i tidsplanet. Ofte skal imidlertid
regulatoren implementeres pa en digital prosessor. I det folgende presenteres teknikker
for digital implementering av regulatorer beskrevet pa kontinuerlig form. Det er ogsa
mulig a utvikle regulatoralgoritmer direkte i diskret tid ved bruk av teknikker basert
pa f.eks. z-plananalyse. Analyse i kontinuerlig tid ved bruk av s-plan (eller g-plan nar
innvirkningen av tastefrekvensen er signifikant) gir imidlertid bedre innsikt i systemets
dynamikk, og er vanligvis a foretrekke.

11.2.2 Diskretisering av transferfunksjoner

En enkel teknikk for konvertering av en regulator pa transferfunksjonsform presenteres
i dette kapittelet. Anta at en regulator h(s) er utviklet basert pa frekvensanalyse eller
den mer ngyaktige ¢g-transformasjonen [3]. Denne regulatoren kan konverteres til diskret
tid ved a sette inn
21—zt
s = —
T1+ 271

(11.89)

hvor T er tastetiden'.

P& engelsk brukes verbet to sample som betyr ’a prgve en utvalgt verdi’. P& tysk brukes zu tasten
som betyr ’a fgle’. P& norsk er punktprgving lansert, men neppe brukt. Her brukes ’tasting’ som
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En PD-regulator
K 14+ 1Tys

h =
) = KT
er gitt. Det forutsettes at Ty > Ty > T'/2. Transferfunksjonen transformeres til

(11.90)

L2 '+ T2 —27h) o] — (2 1)t
h(z) =K — 5 — = KL T — (11.91)
L4zt +Ty7(1—271) 21— (B — 1)t
Padraget er gitt av
u(s) = h(s)e(s) (11.92)
i s-planet. Tilsvarende sammenheng i z-planet er
u(z) = h(z)e(z) (11.93)

Transformasjonen til diskret tid utfores ved a sette inn u(k) for u(z) og e(k) for e(z)
og oppfatte 27! som tidsskiftoperatoren definert ved z~!r(k) = r(k — 1) for et vilkarlig
signal r(k). Dette gir

ulk) = r— =L = Dulh = 1) + K2+ ek — K (22— 1)e(h— 1)] (11.94)

Algoritme 11.5 (Regulatoralgoritme for en PD-regulator)

u(k) = cru(k — 1) + coe(k) + cze(k — 1) (11.95)
hvor
T 1
¢ =—5p 11.96
N (11.96)
2T,
2111
ey = K55 (11.97)
T +1
Ha
c3 = —Kop 11.98
’ 24 (11.98)
|

Det er fornuftig a beregne konstantene ¢y, ¢o 0g c3 ved initialiseringen av regulator-
programmet.
En PID-regulator skrives vanligvis

_K1+TZ~51+Tds

= 1.
hs) Tis 1+Tys (11.99)

for bruk ved analyse i Bodediagram. Vanligvis er T; < T;, og da vil tilnsermelsen

1+Td$ 1

h(s) =K
() 1+ Tys T;s

(11.100)

passer bedre i norsk sprak enn ’sampling’.
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veere oppfylt. Denne formuleringen egner seg til implementering i diskret tid. Ved bruk
av den bilinesere transformasjon blir integralleddet

11 142!
Koo =K (11.101)
T2 FL(-27)

Integraldelen av regulatoren gitt av

1
ur(s) = Kﬂse(s) (11.102)
blir derfor
KT
Algoritmen for PID-regulatoren blir

hvor PD-leddet beregnes ved lign. (11.95), og integralleddet beregnes av lign. (11.103).
Fordelen med a dele opp i integralledd og PD-ledd er at integralleddet kan holdes
konstant eller lades ut hvis padraget gar i metning.

Algoritme 11.6 (Regulatoralgoritme for PID-regulator)

1. Initialiser e(0) =0, upp(0) = 0 og u;(0) = 0 og konstantene

[\

21y

-1
o =—%5 11.105
TS ( )
27,
=41
e = K+ (11.106)
- +1
2Ty _
c3 = — KL 11.107
KT (11.108)
€y = —=— .
ST
2. Beregn
UPD(]C) = cluPD(k: — 1) + Cge(k’) + Cg@(k) - 1) (11109)
3. Beregn
ur(k) = ur(k — 1) + cae(k) + e(k — 1] (11.110)

og utfgr eventuell korrigering pa beregnet u;(k) hvis padraget er i metning.

4. Beregn padraget
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Eksempel 11.6 Ved motorstyring forekommer det at posisjonen males digitalt med
en kodeskive som gir ut et digitalt posisjonssignal. Posisjonssignalet overfgres fra en
inkrementell kodeskive som et pulstog, og en ekstern teller integrerer opp posisjonen.
For en absolutt kodeskive er utgangen et bitmgnster som angir absolutt posisjon pa
kvantisert form.

Vi skal her anta at hastighetsmaling ikke er tilgjengelig, og at en hastighetsslgyfe
skal implementeres ved bruk av kodeskivemalingen.

Et relevant spgrsmal her er om det er fornuftig a ha en hastighetsslgyfe nar det ikke
er noen hastighetsmaling. Det viser seg at ved bruk av likestrgmsmotor ma posisjon-
sslgyfen vanligvis ha bandbredde som er mindre enn laveste resonansfrekvens i systemet,
mens bandbredden i hastighetsslgyfen kan veere vesentlig hgyere. For en hydraulisk
servomekanisme er det vanligvis ikke hensiktsmessig med noen hastighetsslgyfe.

Det er viktig a veere klar over fglgende:

1. Hvis hastigheten skal styres ngyaktig, ma det komme et visst antall pulser for
hvert tasteintervall.

2. Beregning av hastigheten fra pulstoget er en derivasjon av et digitalt signal.
Derivasjonen bgr veere frekvensbegrenset.

Frekvensbegrenset derivasjon av posisjonssignalet utfgres ved

0(s)

. S
- 1—|—Tf8

y(s) (11.112)

hvor y er posisjonsmalingen og v er beregnet hastighet v.
Den bilinegre tilnsermelsen gir

Z(1—2z7")
0(z) = L z 11.113
A=) (11.113)
som forenkles til
2Tf 2Tf RN - 2 —1
[T +1—( T )z Jo(z) = T(l 27 )y(2) (11.114)

som gir den diskrete derivasjonen med frekvensbegrensning:

Algoritme 11.7 (Algoritme for frekvensbegrenset derivasjon)

1. Initialisering:

2T
T
¢ = 7 (11.115)
41
T
2 1 (11.116)
Co = 57— .
T

2. Beregning ved tidspunkt k:

(k) = c1o(k — 1) + caly(k) — y(k — 1)] (11.117)
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Derivasjonens knekkfrekvens 1/7 ma veere hgyere enn kryssfrekvensen til en regu-
leringsslgyfe med tilbakekobling fra .
Hvis filtertiden velges lik Ty = T'/2, sa er ¢; = 0, og dette forenkler algoritmen.

[ |
11.2.3 Tastefrekvens
Anta at tasteintervallet er T'. Tastefrekvensen er da
fo= L () (11.118)
s — T Z .
eller 5
s = % (rad/s) (11.119)
Nyquistfrekvensen er
1
fn=55 (Ha) (11.120)
eller -
Wy = (rad/s) (11.121)

Et signal som tastes ma ikke ha signaler med frekvenskomponenter over Nyquist-
frekvensen, siden dette gir nedfolding (aliasing). Dette er en konsekvens av at ved
tasting blir signalets frekvensspektrum periodisk med periode wy, slik at hvis signalet
har frekvenskomponenter over wy = w;/2, oppstar det en overlapping i frekvensspek-
teret. Dette forer til at frevenskomponenten ved wy+€2, 0 < 2 < wy, i det kontinuerlige
signalet dukker opp ved wy — 2 i det tastede signalet. Et velkjent eksempel pa dette ser
man i western-filmer nar hjulene pa dilligencen tilsynelatende gar feil vei. Hvis signalet
inneholder stgy over Nyquistfrekvensen, ma et analogt sugefilter eller lavpassfilter be-
nyttes som anti-nedfoldingsfilter. Dette filteret ma ikke gi for stort negativt fasebidrag
ved kryssfrekvensen, siden dette vil redusere fasemarginen.

Ved design av diskrete regulatorer kan man se bort fra innvirkning av tastingen hvis
tastefrekvensen 27 /T (rad/s) er 10-30 ganger hgyere enn kryssfrekvensen w.. Hvis en
lavere tastefrekvens er ngdvendig, ma man analysere innvirkningen av tastingen med
g-plananalyse [3] eller ved analyse i z-planet (se f.eks. [22]).

11.3 Digitale regulatorer

11.3.1 Programvare

En digital regulator programmeres vanligvis i programspraket C [19] eller i assembler.
C er konsistent og har en standard som overholdes, og dette betyr at programmene kan
overfgres mellom ulike datasystemer. Det fins gode C-kompilatorer pa markedet for alle
mikroprosessorer og de fleste digitale signalprosessorer. C er en de facto standard for
maskin-neer systemprogrammering.
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Assembler brukes enna i spesielle tilfeller. Bruk av assembler fgrer til hgyere ut-
viklingskostnader og vanskeligere vedlikehold. Valg av C eller assembler avhenger av
seriestgrrelse pa produktet, utviklings- og vedlikeholdskostnader og tilgjengelig tid for
utvikling. Hvis for eksempel et produkt skal produseres i et stort antall og produktet
skal inneholde en enkel digital regulator, kan den beste lgsningen veere a finne en billig
prosessor som oppfyller spesifikasjonene selv om dette medfgrer darlige utviklingsom-
givelser og endog assemblerprogrammering.

I mange tilfeller er imidlertid utviklingstid viktigere enn kostnader til utvikling og
komponenter. Dette gjelder spesielt innen forskning og utvikling, og ved utvikling av
store og kostbare systemer i sma serier. For denne type systemer er det viktig a bruke
gode programmeringssprak som C eller C++.

11.3.2 Programstruktur

Vi skal her se pa programstrukturen for en digital regulator som styrer en fysisk prosess.
En digital regulator kan realiseres med folgende moduler:

e Initialisering:

1. Opplasting av program

2. Initialisering av prosessor og operativsystem/monitor

3. Initialiseringsprogram for initialisering av variable og beregning av konstan-
ter som inngar som parametere i regulatorprogrammet.

e Avbruddsprogram: Aktivitet med hgy prioritet. Startes med klokkeavbrudd.

Les malinger
Beregn padrag
Skriv ut padrag

Logging av variable

A

Utfgr eventuell beregning av referansen i neste tastetidspunkt eller oppdater-
ing av regulatorparametere.

¢ Kommunikasjonsprogram: Aktivitet med lav prioritet.

1. Utskrift til skjerm

2. Innlesing fra tastatur

3. Endring av regulatormodus og regulatorparametere styrt av operatgr

4. Reinitialisering av variable og parametere.
Kommunikasjonsprogrammet kan kommunisere med avbruddsprogrammet over et
felles dataomrade (globale variable i C). Pa den maten kan malinger og padrag i

avbruddsprogrammet skrives ut til skjerm, og regulatorparametere og regulator-
modus endres fra tastatur.

Det kreves bare et enkelt operativsystem eller en monitor for a implementere denne
type system. Fglgende kreves:
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1. Mulighet for klokkeavbrudd
2. Mulighet for innlasting av program

3. Enkle inn/ut-rutiner

Kommersielt tilgjengelige operativsystemer er ikke ngdvendigvis egnet for imple-
mentering av regulatorer. Typiske problemer kan veere at det er vanskelig a generere
et palitelig klokkeavbrudd, og at kommunikasjonsprotokollene er for kompliserte til a
utfgre rask innlesing av malinger og utskrift av padrag.

11.3.3 Digitale prosessorer

Vanlige mikroprosessorer som Motorola 68020/68881, 68030/68882 og 68040 og Intel
286/287, 386/387 og 486 har en regnekapasitet fra 0.1 til over 1 Mflops hvor flops star
for flytetallsoperasjoner pr. sekund. Disse prosessorene har en praktisk tastetid ned til
1-10 ms som gir en tastefrekvens pa 100-1000 Hz.

Eksempel 11.7 En Motorola 68020/68881 med 16.7 MHz klokkefrekvens har veert
brukt pa Robotlaboratoriet ved Institutt for teknisk kybernetikk. Denne prosessoren
har en tastefrekvens pa 100 Hz, og har veert kjort med opp til 1000 flytetallsoperasjoner
pr. tasteintervall. Dette svarer til 0.1 Mflops. Programmene er utviklet i C. Prosessoren
styrer en hydraulisk robot hvor posisjonsregulatoren er programmert pa prosessoren.
Systemet har en kryssfrekvens pa f. = 3 Hz (w. = 18.8 rad/s) og en tastefrekvens
fs = 100 Hz. Kryssfrekvensen er dermed en faktor 30 lavere enn tastefrekvensen, og
det er ikke ngdvendig a ta hensyn til tastefenomener ved regulatordesign. [

Langsommere systemer med tastetid omkring 1 s kan styres med sma prosessorer
som Motorola 6809, Intel 8086 eller Z80. Disse prosessorene programmeres gjerne i
heltall.

For systemer med tastefrekvens over 1 kHz kan digitale signalprosessorer (DSP)
brukes. Disse prosessorene har redusert instruksjonssett, men har til gjengjeld pipelin-
ing for matriseoperasjoner og spesialarkitektur for aritmetikk. Digitale signalprosessorer
programmeres ofte i heltallsaritmetikk, som ngdvendiggjgr skalering. Dette gjelder
f.eks. TT TMS 320C20 og ADSP-2101. Nye DSPer som TT TMS 320C30 og Motorola
DSP96002 har imidlertid mulighet for flytetallsberegninger. Maksimal regnekapasitet
for bade heltall- og flytetall-DSP ved full utnyttelse av pipelining er omkring 100 Mflops,
mens praktisk regnekapasitet kan veere fra 5-50 Mflops avhengig av hvilken type bereg-
ninger som skal utfgres. Disse prosessorene kan ogsa programmeres i C, men ytelsen
kan reduseres betraktelig ved bruk av C i stedet for assembler.

Motorstyring av hgy kvalitet krever vanligvis et tasteintervall pa :

e Hastighetsslgyfen: 1 ms eller raskere for a oppna tilstrekkelig akselerasjonskon-
stant og dermed demping av stay.

e Posisjonsslgyfen: 1 ms eller raskere. Det er ogsa mulig med tasteintervall opp til 10
ms hvis systemet har en god hastighetsslgyfe, og hastighetsreferansen interpoleres
mellom tastetidspunktene i posisjonsslgyfen.

Stromslgyfen ma ha en vesentlig hgyere bandbredde enn hastighetsslgyfen, og styres
enten med en DSP eller med enklere elektroniske kretser.



Appendiks A

Stabilitet av linesere systemer

Et servosystem skal oppfylle en rekke spesifikasjoner, og den viktigste er at systemet
skal vaere stabilt. Generelt kan man si at et ustabilt system er ubrukelig.

Definisjon av stabilitet avhenger av den klasse systemer som behandles. Eksempler
er linezere, ulinesere, tids-invariante og tids-variante. Her skal stabilitetsteori for linezere
tids-invariante systemer presenteres.

For linezre tids-invariante systemer er det hensiktsmessig a dele systemets respons
inn i

1. Respons med null initialverdi: Denne responsen skyldes padraget alene. Initialver-
dien til alle tilstandene i systemet er null.

2. Respons med null padrag: Denne responsen skyldes initialverdiene til tilstandene
alene. Padraget er null.

Superposisjon for linezere systemer tilsier at

Total respons = respons med null initialverdi + respons med null padrag

A.1 BIBO-stabilitet

Gitt det linesere tidsinvariante systemet
= Az + bu (A1)
y=d'zx (A.2)

hvor y er maling, u er padrag og x er tilstandsvektoren. Anta at alle tilstander er
styrbare og observerbare. Pa Laplacetransformert form kan systemet skrives

y(s) = h(s)u(s) (A.3)

hvor h(s) = d"(sI — A)~'b er systemets transferfunksjon.
For begrenset-inngang begrenset-utgang stabilitet defineres for systemet over pre-
senteres folgende begrep:

Definisjon A.1 Det apne venstre halvplan bestar av alle punkter med realdel mindre
enn null. [ |

335
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Definisjon A.2 Det lukkede venstre halvplan bestar av alle punkter med realdel min-
dre eller lik null. [ |

Det lukkede venstre halvplan bestar altsa av det apne venstre halvplan pluss den
imagineere akse. Tilsvarende defineres det apne og lukkede hgyre halvplan.

Definisjon A.3 Et signal g(t) er begrenset hvis det eksisterer en M < oo slik at
lg(t)| < M for alle ¢ (A.4)

I motsatt fall er g(¢) ubegrenset. ]

Pa bakgrunn av dette defineres begrenset-inngang begrenset-utgang stabilitet
som ogsa betegnes BIBO-stabilitet:

Definisjon A.4 Anta at alle systemets tilstander har null initialverdi. Systemet er
da begrenset-inngang begrenset-utgang stabilt hvis malingen y(¢) er begrenset for alle
begrensede padrag u(t). |

For et linesert tidsinvariant system er polenes plassering avgjgrende for begrenset-
inngang begrenset-utgang stabilitet:
Teorem A.1 Et linesert tids-invariant system y(s) = h(s)u(s) er begrenset-inngang
begrenset-utgang stabilt hvis og bare hvis alle polene til h(s) ligger i det apne venstre

halvplan.

Farst vises hvis-delen av teoremet:
Systemets impulsrespons er

h(t) = L7'[h(s)] (A.5)

Under antagelsen at alle tilstander har null initialverdi er systemets maling

mw:A%@—ﬂmﬂm (A6)

Absoluttverdien av malingen blir dermed

\—\/ u(t - 7)dr| (A7)

som betyr at
\</‘ lult —7)|dr (A.8)

Anta at padraget er begrenset:

fu(t)] < M (A.9)
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hvor M er positiv og endelig. Da er
[y < M [ |a(r)ar (A10)

Hvis systemets poler ligger i det apne venstre halvplan med Re[)\;] < —a hvor o > 0,
fins det en positiv konstant ) < oo slik at

()] < Qe (A.11)
Folgelig er
/OO h(r)ldr < £ (A.12)
0 (0%
0g
(0] < 22 < o (A13)

Hvisdelen av teoremet er dermed vist.

For a vise bare-hvis delen er det tilstrekkelig a vise at for poler pa den imaginaere
akse eller i hgyre halvplan eksisterer det begrensede padrag som gjor at malingen er
ubegrenset. Fgrst undersgkes den imaginaere akse: Anta at systemet har en pol s =0 i
origo. Da vil det begrensede padraget u(t) = 1 resultere i en maling y(t) o< ¢ — 0o nar
t — oo. Anta at systemet har et polpar s = £jwy. Et begrenset padrag u(t) = sinwot
gir da en maling y(t) o< ¢ sinwyt for store ¢ som betyr at malingen er ubegrenset.

Anta sa at systemet har poler i det apne hgyre halvplan. Da vil malingen bli
ubegrenset for et sprang i padraget og systemet er ustabilt.

|

At malingen blir ubegrenset pa grunn av poler pa den imagineere akse ved passende
padrag er velkjent under betegnelsen resonans.

A.2 Stabilitet med null padrag

Et linesert tids-invariant system

&= Ax + bu (A.14)
y=d'zx (A.15)

med null padrag drives av initialverdiene til tilstandene.

Definisjon A.5 Anta at et linezert tids-invariant system som er styrbart og observer-
bart har null padrag og endelige initialverdier pa tilstandene. Systemet er da

1. Ustabilt hvis y(t) er ubegrenset:

y(t) — oo nar t — oo (A.16)

2. Stabilt hvis y(t) er begrenset, dvs. det eksisterer en positiv endelig konstant M
slik at
()| <M (A.17)
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3. Asymptotisk stabilt hvis malingen gar til null asymptotisk:

lim y(t) =0 (A.18)

t—o00

Sammenhengen mellom stabilitet og polplassering er gitt av fglgende teorem:

Teorem A.2 Et linezert tids-invariant system med null padrag er:
1. Asymptotisk stabilt hvis alle polene ligger i det apne venstre halvplan.

2. Stabilt hvis alle enkle poler ligger i det lukkede venstre halvplan, og i tillegg alle
multiple poler ligger i det apne venstre halvplan.

3. Ustabilt hvis det er poler i det apne hgyre halvplan eller minst en multippel pol
pa den imaginaere akse.

Anta at systemet er observerbart, og at systemet er n-dimensjonalt som betyr at

det er n tilstander. Anta videre at det er m < n enkle poler s = \;, i € {1,...,m}, og
at de gvrige n — m polene s = A\, 1 = ... = \, er sammenfallende.
Malingen blir da
m n—m—1
y(t) = Z cieit + Z kitiet (A.19)
i=1 i=0

hvor ¢; og k; er konstante koeffisienter.

Av det fgrste summeleddet er det klart at alle enkle poler ma ligge i venstre halvplan
for at systemet skal veaere asymptotisk stabilt. Hvis en av de enkle polene er pa den
imagineere akse, vil det veere et ledd i den forste summasjonen som blir en konstant,
og systemet er ikke asymptotisk stabilt. Hvis den multiple polen er i hgyre halvplan
eller pa den imaginaere akse, vil det andre summeleddet veere ubegrenset, og systemet
er ustabilt. u

Ut fra det foregaende er det klart at

Teorem A.3 Et linesert tids-invariant system er begrenset-inngang begrenset-utgang
stabilt hvis og bare hvis det er asymptotisk stabilt.

|
Eksempel A.1 Gitt systemet

.jfl = X2 (AQO)
To=1u (A.21)
Y= (A.22)

som pa Laplacetransformert form er

1

y(s) = —u(s) (A.23)
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Begynnelsesbetingelsene er x(ty) = 0 og x2(tp) = 1. Anta at padraget er lik null.
Den resulterende maling blir

y(t) =t (A.24)

som apenbart ikke er begrenset nar ¢ — co. Dette betyr at systemet er ustabilt.
Arsaken til ustabiliteten er at systemet har en dobbel pol i origo, som er pa den
imagineere akse. [ |

Eksempel A.2 Et system med transferfunksjonen

1—s
(14 s)(1+2s)

h(s) = (A.25)

er begrenset-inngang begrenset-utgang stabilt og asymptotisk stabil siden alle polene
er i venstre halvplan. [ |

Eksempel A.3 Systemet
1

sl 25+ %)

h(s) (A.26)

hvor ( og wy er positive konstanter er stabilt, men har ikke begrenset maling for alle
begrensede padrag pga. polen i origo. [ |

Eksempel A.4 Systemet
1

(& +

er ustabilt siden det har doble poler i +jwy. [ |

h(s) = (A.27)
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